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COURS 


D'ALGÈBRE SUPÉRIEURE. 


Les propriétés générales des équations et les ques- 
tions d'Analyse qui s’y rattachent ont été développées 
dans le tome I‘ de cet Ouvrage; il nous reste à traiter 
de la résolution algébrique des équations. 

Mais, bien que cette importante question soit l’objet 
principal que nous ayons en vue, nous devons exposer 
d’abord les théories partielles dont nous aurons ensuite 
à emprunter le secours. Ces théories offrent d’ailleurs 
un grand intérêt par elles-mêmes; aussi les avons-nous 


présentées avec des développements étendus. 


S — Alz sup., IL L 
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SECTION IIT. 


LES PROPRIÉTÉS DES NOMBRES ENTIERS. 


CHAPITRE PREMIER. 


DES CONGRUENCES, 





Des nombres congrus ou équivalents. 


281. Si la différence des deux nombres entiers a et b, 
positifs ou négatifs, est divisible par un troisième nombre 
positif M, a et b sont dits congrus ou équivalents par 
rapport à M ; le diviseur M est appelé le module; a et b 
sont 7'ésidus l’un de l’autre suivant le module M. 

Pour exprimer que a et b sont congrus suivant le mo- 


dule M, il suffit d'écrire 
a = b X un multiple de M; 


mais nous adopterons la notation plus commode de 
Gauss, et nous écrirons 


a—=b  (mod.M); 
cette formule sera dite une congruence. 
Si r désigne le reste de la division de a par M,ona 
a=r (mod.M); 
le reste r est, si l’on veut, compris entre o et M, ou 
M NE DATES 
Étire et. —;"d'où:1l suit que tout nombre a un 
2 2 


résidu inférieur en valeur absolue à la moitié du module. 
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On le nomme résidu minimum; mais, si l’on ne veut 
considérer que les résidus positifs, les limites seront 


7. re M 
oet M, et le résidu minimum pourra surpasser — - 
2 


282. La notation de Gauss, pour représenter les con- 
gruences, a l’avantage de mettre en évidence l’analogie 
qui existe entre les congruences et les égalités, sans qu'il 
y ait pourtant de confusion à craindre. Nous allons faire 
voir que la plupart des transformations que l’on peut 
faire subir aux égalités peuvent être appliquées aux con- 
gruences. 


ADDITION ET SOUSTRACTION. — Si l’on a 


a—=6b (mod.M), 
a =" (mod.M), 
On aura aussi 
aa =b#6 [mod.M). 


Les congruences proposées expriment, en effet, que 


a —b + un multiple de M, 
a’ = b' + un multiple de M; 


donc 
aLa'=—b—E b' + un multiple de M, 


ou 
aka =b#6 (mod. M) 


ce qu'il fallait démontrer. 


MuzripLicATION.—On peut multiplier une congruence 
par un nombre entier quelconque; car soit 


a=b (mod.M), 
c’est-à-dire 
a = b + un multiple de M, 


on aura aussi, quel que soit l’entier mn, 


ma = mb + un multiple de M, 
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ou 
ma==mb  (mod.M). 


On peut aussi multiplier entre elles plusieurs con- 
gruences de même module. Soient, en effet, deux con- 
gruences 
(mod. M), 


b 
b' (mod. M), 


a 
a 


I Il 


ou 
a —= b + un multiple de M, 


a! = b'! + un multiple de M. 
On aura, en multipliant, 


aa’ — bb" + un multiple de M, 
ou 
aa = bb' (mod. M), 


ce qu’il fallait démontrer. 
On voit généralement que, si l’on a 
a =D 


A === 0% 


} (mod. M), 
AE 

on aura aussi 
aa’... a{")= bb!,,. b(")  (mod.M). 


4 


ÉLévarTion Aux PuIssANcEs — On peut élever à une 
même puissance les deux membres d’une congruence. 
Cela résulte immédiatement de ce que nous venons de 
dire au sujet de la multiplication. Si donc on a 

a—=b (mod.M), 
On aura aussi 
an = pm (mod. M), 
? 4 » 
D'après cela, si 


f(z)=Azx"+Bazr +... 
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est une fonction entière et rationnelle de x, dont les 
coefficients À, B; ... soient des nombres entiers, et 
que l'on ait 
a=0 (mod.M), 
On aura aussi 
fla)=/f(b) (mod. M). 

Division. — On peut diviser une congruence par un 
nombre quelconque premier avec le module. 

Soit, en effet, la congruence | 


ma=—=mb  (mod.M) 
ou 
ma—mb+MX gq, 


on aura, en divisant par mn, 


MX q 
REG d'Or. 


"ni 


a —=b 


et, si l’on suppose m premier avec M, g devra être divi- 
sible par m, et l’on aura 


a — b + un multiple de M, 


ou 
a=—=b (mod.M). 


Mais ce résultat ne subsiste pas quand le nombre m et le 


! 


LC] . . il 
module M ontun diviseur commun; car soit — la frac- 
S m 
he LA à LL La . « M 
ton irréductible équivalente à —; on aura 
mm 


M' 
a = b + - Ts 
m 





cela exige seulement que g soit divisible par #’, et l’on 
aura 
a=b (mod, M). 
On peut aussi diviser une congruence par une autre, 
pourvu que les membres de la seconde soient premiers 
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avec le module. Soient, en effet, les deux congruences 
(1) aa = bb" (mod. M), 

(2) ab (mod. M). 


Désignons par r le résidu minimum de la différence 
a’ — b', on aura 


(3) eh (mod. M), 


et, en multipliant les congruences (2) et (3) l’une par 
l’autre, 


(4) aa '=bb'+br ([mod.M). 
Des congruences (1) et(4) on déduit 
br=0o (mod.M): 
or M est premier avec b, par hypothèse; donc 


r=0 (mod.M) 
ou 
r—0, 


puisque r > M. On a par conséquent 
a'=—=0! (mod. M), 


ce qu’il fallait démontrer. 


Du nombre qui exprime combien il y a de nombres 
premiers à un nombre donne et non supérieurs à ce 


nombre. 

283. Leumr. — St l’on multiplie les termes de la 
suite 
(1) | 110,8, ec (MT 


par un entier a premier avec M, les produits obtenus 


(a a, 24, 3a, ..., (M—1)a 
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seront respectivement congrus, suivant le module M, 
aux nombres (1), abstraction faite de l'ordre. 


En effet, l’un des nombres (2), ma par exemple, ne 
saurait être divisible par M, puisque M est premier avec a 
et qu'il est supérieur à m1; la même chose a lieu, à l'égard 
de la différence ma— m'a de deux termes de la suite (2), 
car cette différence est aussi un terme de la même suite. 
résulte de là que, si l’on prend lesrésidus minima posi- 
üufs des nombres (1), par rapport à M, ces résidus seront 
tous différents et aucun d’eux ne sera nul ; ce seront donc, 
dans un certain ordre, les nombres de la suite (r). 


CorozLaire, — St le nombre M est premier à a, les 
termes de la progression arithmétique 
(1) Cy Ca, c+2a, ... c+(M—i)a, 


sont respectivement congrus, suivant le module M, quel 
que soit l’entier c, aux nombres 


(2) 0: A2 ep Ma: 
En effet, d’après le lemme précédent, les nombres (1) 
sont respectivement congrus à 
Cy CHI, CH2, ..., CH(M—1), 


et 1l est évident que ces derniers sont congrus aux nOM- 
bres (2), suivant le module M. 


284. Nous emploierons le symbole © (M) pour dési- 
gner combien il y a de nombres premiers à M et non 
supérieurs à M. D’après cette définition, on a évidemment 

p(1) ile 
Taéorème. — 81 M désigne le produit de plusieurs 


nombres a, b, .…, l, premiers entre eux deux à deux, 


or aura 
p(M)=vy(a)e(b)... (2) 
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Prenons d’abord le cas de deux facteurs et soit 
M = ab, 


a et b désignant des nombres premiers entre eux. Les ab 
premiers nombres peuvent être disposés comme il suit : 


I, PACE k, .…. b, 
br, bar 1 (ES Le b+b, 
201, 202 10 SV SEE à 2b+b, 


ERMIDIU VEN 7e 00e) et eu 016 © 8. #76, Se 0e = GPeL et ie re Sp le st e;"'e  ? Pre 11 eee sp ege °. 4 


(a—1)b+1, (a—1)b+0, ..., (a—1)b+#,..., (a—1)b+e. 


Considérons l’une des colonnes verticales de ce tableau, 
par exemple celle qui commence par k. Si k est premier 
avec b, il en sera de même de tous les autres termes de la 
colonne ; au contraire, si Æ et b ont un diviseur commun 
autre que 1, il n’y aura dans la colonne aucun nombre 
premier avec b. D'ailleurs, la première ligne du tableau 
renferme o(b) nombres premiers avec b; donc le ta- 
bleau entier renferme o (b } colonnes verticales dont tous 
les termes sont premiers à b, et qui épuisent tous les 
nombres de cette espèce non supérieurs à M. Supposons 
que À soit premier avec b ; la colonne verticale qui com- 
mence par À est une progression arithmétique dont les 
termes sont respectivement congrus, suivant le module a, 
aux nombres 0, 1, 2, ...,(a—1}); cette dernière suite 
contiento(a) nombres premiers à à, et, par conséquent, 
la colonne que nous considérons en renferme un pareil 
nombre. De tout cela il résulte que notre tableau renferme 
p(a) >x<o(b) nombres premiers à a et à b, c’est-à-dire 
premiers au produit ab; on a donc 


p(M)=p(a)p(b). 
Passons maintenant au cas général où l’on a 


M==abc.:,2 
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a, b, c,..…., l étant des nombres premiers entre eux, 
deux à deux. On aura successivement 


(a)p(b.c...l) k 
(a)p(b)p(ce...2) 


© + 6x6 es 7/00 © be = 41e ue ep se 


ce qui achève la démonstration du théorème énoncé. 


285. Le théorème précédent fournit un moyen très- 
simple de trouver la valeur de o (M). 

Lorsque M est égal à un nombre premier p, il est 
évident que les nombres premiers à M = p, et non su- 
périeurs à ce nombre, sont 


1, 2 dar (Pa 
on a donc 





p(P)=p —1. 


Lorsque M est égal à une puissance p' d’un nombre 
premier p, 1l est évident que la suite des p’=! nombres 


DT 2D,89 DEN DER 


renferme tous les nombres non supérieurs à M qui ad- 
mettent p pour diviseur,; on a donc 


p(M)=p—pYt=p"!{(p— 1}, 
ou 


M) = (ie). 


P 


Considérons le cas général; soient p, g, r, .… les fac- 
teurs premiers inégaux de M, et supposons 


M= Ur . 





% et) 
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y, A, À, étant des exposants entiers. On aura (n° 284) 


piM}=epi(pr')p(a")p(r)e..s 


a'ailleurs 
Y 
Cp") =?" (:- =). 
p(g*) = q# (2): 
(= r to ee 
donc | 


ou 


Il importe de remarquer que, si M est un nombre im- 
pair, on a 
g(2M) —9(2)9(M); 
or p{2)— 1: donc 
p(2M)= 9 (M). 
286. Il convient de remarquer encore le théorème 
suivant, qui nous sera très-utile dans la suite : 


Taéorème. — S1 d, d’, d”, .… désignent la suite des 
diviseurs du nombre M, parmi lesquels figurent l'unité 
et Le nombre M lui-mëéme, on a 

p(d)+gp(d')+o(d”) +...—= M. 
En effet, soit 
M Die 5 


P; gr, étant des nombres premiers inégaux; les di- 
viseurs d, d', d', ..…. ne seront autre chose que les 





RE et GS nt). RES 
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termes du polynôme égal au produit 
(i+p+ p++p)(1+g+9 ++) (+7 +7. 


L'un quelconque des termes du polynôme dont il s’agit 
a la forme p* g° r'...; d’ailleurs l'égalité 
d == Di q° is 


entraine : 
p(d)=v(p")e(gf)p(rt). 


donc la somme de toutes les quantités (d) sera le pro- 
duit des polynômes 


1+(p) +p(p)+.:.+ p(p°) 
1+p(9)+p(9)+...+o(gt) 
1+o(r 


Le premier de ces polynômes a pour valeur 
1+(p—i1)(1+pæ+p ++ pit)=p}, 


et l’on voit de même que les polynômes suivants ont res- 
pectivement pour valeurs g', rl ,6100 d'OORC 


p(d)+gp(d')+e(d")+...=p'gtrt...=M 


Des congruences en général. 


287. La théorie des nombres résout sur les con- 
gruences le même problème que l’Algèbre ordinaire sur 
les équations; elle se propose, en particulier, de trouver 
les valeurs de x qui satisfont à une congruence telle que 


Au" (mod. M), 


où f(x) désigne un polynôme entier et rationnel dont 
les coefficients sont des nombres entiers. Si l’on satis- 
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fait à cette congruence, en faisant x — «a, on y satisfera 
aussi, d’après une remarque précédente, en faisant, quel 
que soit l’entier #, x = a + KM; d’où il suit que chaque 
solution en donne une infinité d’autres, mais qui sont 
toutes équivalentes suivant le module M. Les diverses 
solutions renfermées dans une même formule a+ kM 
peuvent se déduire de l’une quelconque d’entre elles ; 
d’ailleurs, on peut disposer de l’entier À de manière que 


; ; M M 
a + kM soit compris entre — e et + TD ou entre o 


et M; 1l n’y a donc lieu de s'occuper que des solutions 
comprises entre ces limites. 

Cela posé, nous appellerons racines de la congruence 

f(x)=o (mod.M) 
les diverses valeurs de x comprises entre o et M, qui ren- 
dent f(x) divisible par M. 

Une congruence est identique lorsque tous ses coeffi- 
cients sont divisibles par le module, et elle est évidem- 
ment impossible lorsque ses coefficients sont divisibles 
par l’un des facteurs du module, à l’exception du terme 
indépendant de x. 

S1 F (x) désigne un polynôme entier etrationnel, ayant 


pour coefficients des nombres entiers, on peut substituer 
à la congruence 


f(x)=o (mod.M) 
la congruence équivalente 
f(x) MF (x)=0 : (mod.M), 
et disposer ensuite des coefficients indéterminés de F(x), 


L À M . 
pour rabaisser au-dessous de M, et même de = l’on 


veut, tous les coefficients de la congruence. 
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Des congruences du premier degré. 


288. La congruence du premier degré 
(1) ax+b—=o (mod.M 
peut se mettre sous la forme 
(2) ‘ax +b—Mry, 


et la recherche de ses racines est ramenée à celle des so- 
lutions en nombres entiers de l'équation (2) qui renferme 
les deux inconnues xet y. Sia et M sont premiers entre 
eux, l'équation (2) est toujours résoluble en nombres en- 
tiers; on obtient une première solution xy, yo (n° 13) 


; ; a à : , 
par la réduction de Nu © fraction continue; après quoi 
toutes les solutions sont données par les formules 

T—= Æo + Me, MT EE 


où t désigne une indéterminée. On peut disposer de cette 
indéterminée de manière à obtenir une valeur de x com- 
prise entre zéro et M, et, si l’on représente cette valeur 
par Xo, les autres valeurs de x continueront à être don- 
nées par la première des formules qui précèdent. 

Il résulte de là que la congruence du premier degré (x) 
n’admet qu'une seule racine, quel que soit le module, 
lorsque le coefficient de l’inconnue est premier avec ce 
module. 

On arrive à la même conclusion au moyen du lemme 
du n° 283 (Corozraire). Effectivement, si l’on donne 
à x les M valeurs 


0, 1, 2, ..., (M—1) 


le premier membre de la congruence (1) prendra M va- 
leurs incongrues suivant le module M; l’une de ces 


# 
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valeurs sera donc nulle, relativement à ce module, et la 
valeur correspondante de x sera la racine demandée. 
Si x, désigne cette racine, on peut écrire 


b 
TER S (mod. M), 


comme Gauss l’a proposé. 

S1 le coefficient a n’est pas premier avec le module M 
et que d désigne le plus grand commun diviseur de ces 
deux nombres, la congruence (1) ne sera résoluble que 
si b est divisible par d. Quand il en est ainsi, la con- 
gruence, divisée par d, devient 


| a b M 
3 AE) = 0 mod. — |: 
(3) 4° à a}? 

on rentre alors dans le cas que nous venons d'examiner. 
Soit x, la racine de la congruence (3): les valeurs de x 
qui pourront y satisfaire seront toutes comprises dans la 


formule 

M 
pue 6. 
d 


LE T9 + 


et l’on voit que la proposée admettra les d racines 


NP 2 RUE (d—:1)M 
+12 ANA TRE ? 0 5 


Los Lo + e 


qui sont incongrues suivant le module M. 


289. Lorsque le module M est un nombre composé, 
la résolution de la congruence 


(a) ax+b=9 (mod. M), 


h] 


où l’on suppose a premier avec M, peut être ramenée à 
celle d’autres congruences dans chacune desquelles le 
module est un facteur de M | 

S. — Alg. sup., 2 
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Soit, en effet, 
M — M; M, 


M, et Ma étant des nombres entiers. 
Il est évident que la racine de la congruence (1) doit 
satisfaire à la congruence 


(2) ax+b=o (mod. M,); 


désignons par a la racine de cette congruence : les valeurs 
de x qui satisfont à la proposée seront de la forme 


x = a + M, x. 


æ, étant une indéterminée, et en substituant cette valeur 
il viendra 
(aa + b) + M, ar, =0 (mod. M). 


Par hypothèse, aa + b est divisible par M,; si donc on 


pose 
aa + b 
A RU CPR EE 
Mi 
la précédente congruence, divisée par M,, deviendra 
ax, +b=0 (mod. M,). 


Si l’on désigne par «, la racine de cette nouvelle con- 
gruence, la formule 


TL = à + M, œ 
donnera la racine de la proposée. 
On conclut de là que, si l’on a 
M RAI M, M, .. M}, 
M,, M, .., My étant des nombres entiers, la résolution 
de la congruence 


ax+b=o (mod. M) 


à 
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peut être ramenée à celle d’autres congruences de la forme 


ax+b —=o (mod. M,), 
ax + b;=0 (mod. M), 


On 6e 019 s'62e.6 UPS TR A PUBARTe Q 


ax + FER 0 (mod. M). 


En particulier, on peut prendre pour les nombres M,, 
M, ... les facteurs premiers dont le module est le pro- 
duit. 


Exempze. — Soit la congruence 
1237x — 4096—=0 (mod. 675). 


Le module 675 est égal au produit 27 X 25; on peut 
donc commencer par résoudre la congruence 


1239x — 409=—=0 (mod. 27), 


qui, en rabaissant les coefficients au-dessous du module, 


devient 
5x —8=—=o (mod. 27) 


ou, si l’on veut, 





La valeur y — 1 donne x —7; on fera, en conséquence, 
T—=7+27%; 
en substituant cette valeur, la proposée devient 
1237 X 272 + 4563=—=0 (mod. 27 X 25), 
ou, en divisant par 27, 
12392 +169=0 (mod. 25); 


rabaissant les coefficients au-dessous du module 25, on 


obtient 
1224, —6=0 (mod, 25), 
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ou, en divisant par 6, qui est premier avec le module, 
2% —1—=0 (mod. 25). 


On tire de là 
1+25y 
T1—= ————< ) 
2 
et la valeur y — ; donne x, — 13. 


La racine demandée est donc 
LE 27e 13 — 358. 


290. On ramène au problème dont nous venons de 
nous occuper celui qui a pour objet de trouver un nom- 
bre N qui ait des résidus donnés &, 44, &,..., suivant 
des modules donnés M, M,, M, .... 


Le nombre cherché N doit satisfaire aux congruences 
(1) N=a(mod.M), N=4,{mod.M,), N=4,{[mod.M;), .….: 


la première donne 
Nat ME. 


et, pour que le nombre N ainsi déterminé satisfasse aussi 
à la deuxième des congruences (1), il faut que l’on ait 


a+Mx=a(mod.M,;) ou Mr+{(a—4;)=0o (mod. M,). 


Si le plus grand commun diviseur d des nombres M et 
M, ne divise pas 4 — a,, le problème proposé n’admettra 
pas de solution; dans le cas contraire, la précédente 
congruence peut s’écrire 


M nu M 
ce ÉLTEeA 50 mod. — |; 
d d 


nm 
Su 


et, sil’on désigne par & sa racine, cette congruence ne 
sera satisfaite que par les valcurs de x données par la 
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formule 
LM 
SF PAETER M6 à a 7 
d 13 


4 étant une indéterminée. En posant 
a + Ma alt), 
on obtient cette expression de N 


He ie MM, 





CAE 


Si l’on veut que cette valeur de N satisfasse à la 
troisième des congruences (1), il faudra que l’on ait 





MM 
au) + ne Ti y (mod. M), 
ou 
MM 
pe Zi + (at) — a) = (mod. M;); 


| L L] “ MM 
si le plus grand commun diviseur d, des nombres Me 
€ 
et M, ne divise pas all) — à;, la précédente congruence 
sera impossible; dans le cas contraire, elle se ramènera 
à la forme 


MM aan fa Ma 
di! PRES So) 1 


et, en appelant «, sa racine, oi devra poser 


M, 
d, 


Zo étant une indéterminée. Faisant alors 


MM, 


a + a = 00), 
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l'expression de N sera 


MM, M, 


N — 40) 
U À dd, 


Los 

On peut continuer de cette manière jusqu’à ce qu’on 
ait épuisé toutes les congruences proposées, et si l’on ne 
rencontre aucune congruence impossible, l’expression 
demandée aura la forme 


N—A<+PpX, 


X étant une indéterminée, et p désignant le plus petit 
commun multiple des modules M, M,, M, .... 


291. Le cas d’un nombre m de congruences du premier 
degré, à m indéterminées, peut être résolu au moyen de 
ce qui précède. Supposons qu’on demande les systèmes 
de solutions des congruences 


ax by +coz +...+fqu + =o 
| Gmat + bniT om HART UEE ln-1==0 

Les valeurs de l’une quelconque des inconnues, qui 
figurent dans les systèmes de solutions cherchées, dé- 
pendent d’une congruence linéaire qu’on peut facilement 
former. Effectivement on peut toujours trouver, par la 
théorie des équations du premier degré, rm nombres en- 


tiers Éo, E43 +++ Em_4 Qui n'aient aucun diviseur commun 
avec le module et qui satisfassent aux m—1 équations 


by 6 POLE ERNEST CE 
Co Éo rx Ci Ë mm an Cyn—1 Er = 0, 


DC Pa SX D RC 9 0C SAT OO EE D PC CPEONOC DPI 2 CE BEC RE EU: 77 1 ., 


ko Éo + k, E +... + ee Em1— 0; 


(2) 


#& 
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alors, si l’on ajoute les congruences (1) après les avoir 
multipliées par £o, É1, :. +, Ém_1 respectivement, et que 
l’on fasse, pour abréger, 


Go Ë0 + Gb +: + Am m1 = 4, 
lo Ëo + Etes + Unes Emi = ds 


on aura 
ax +l=0o (mod. M). 


On peut opérer de la même manière à l'égard des incon- 
nues y, z, ..…, et l’on formera ainsi m congruences, dont 
chacune ne contiendra qu’une seule inconnue et qui ad- 
mettront toutes les solutions du système proposé. Mais la 
réciproque de cette proposition n’a pas lieu, et 1l pourra 
arriver que diverses solutions du système obtenu par notre 
méthode ne conviennent point au système proposé. Dans 
la pratique, il sera en général plus simple de procéder 
par éliminations successives et de remplacer Le système (1) 
par un autre dans lequel chaque congruence renferme 
une inconnue de moins que la précédente. 


Exempze. — Soient les congruences 


3x + 5y + 2—= 4 
(1) 2x + 37 +22=7 } (mod. 12), 
5x + y +3z=6); 


que Gauss a choisies pour exemple dans ses Recherches 
arithmétiques. Si l’on tire de la première la valeur de z 


pour la porter dans les deux autres, on aura ce nouveau 
système : 


2=4 — 3x —5y 
(2) 4x +7y=1 (mod. 12); 
4x +2y=6 / 


éliminant ensuite x entre les deux dernières, on a ce 
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troisième système 


CA] 


no 
(3) (Ax=i—-7Y (mod. 12). 
(se 


La dernière congruence du système (3) n'a qu'une 
seule racine, qui est — 1 ou 11. La deuxième des con- 
gruences (3) donne ensuite 


4x=8 (mod. r2) 
ou 
æ—=2 (mod. 3). 


On a ainsi quatre valeurs de x, savoir : 
PhD Ris PU à Ph * à 1 


La première congruence (3), qui se réduit à 


z2=09—37r, 
à cause de y — —1, donne les quatre valeurs correspon- 
dantes de z, savoir 
z—=5,,D, 0,0. 


Sur le nombre des racines de la congruence 
x?—1=0 (mod. M). 


292. Pour que le produit (x +1) (x—1} soit divi- 
sible par M, il faut et il suffit que x — 1 contienne tous 
ceux des facteurs premiers de M qui ne figurent pas 
dans x +1; d’ailleurs x — 71 et x +1 ne peuvent avoir 
que les diviseurs 1 et 2 communs, puisque leur différence 
est égale à 2. Donc, pour résoudre la congruence 


(1) x?—1=0 (mod. M} 
il suffira de poser de toutes les manières possibles 


M — AB, 
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À et B étant premiers entre eux, ou ayant 2 pour plus 
grand commun diviseur, puis de déterminer les valeurs 
de x qui satisfont à la fois aux deux congruences 


(2) æ<+i=o (mod. A), æ—1—=o (mod.B). 
On tire de la première 
(3) æ— —1-+ At, 


t étant une indéterminée, et, en substituant cette valeur 
dans la seconde congruence, il vient 


(4) At—2=—=o (mod. B). 


Comme le plus grand commun diviseur de A et Best 
1 Où 2, par hypothèse, la congruence (4) sera toujours 
possible. Si À et B sont premiers entre eux, cette con- 
gruence aura une racine unique et la formule (3) donnera 
également pour x une valeur unique. Mais, si A et B ont 
le diviseur commun 2, la congruence (4), divisée par 2, 


deviendra 


B 
(5) per an (mod. <): 
2 2 
Les valeurs de £ qui satisfont à la congruence (5) sont 
données par la formule 


B 
Ag og ml U, 
2 


2 e . B 
to étant un nombre déterminé compris entre o et =? 


et u désignant une nouvelle variable. Alors la con- 
gruence (4) a les deux racines 


t D + 
0 ‘0 RE. 
et la formule (3) donne les valeurs correspondantes de x, 


M 
—1—+ A%, ANS Es 
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Il importe d'examiner maintenant si l’une des racines 
de la congruence proposée peut être donnée par deux 
décompositions distinctes du module M : 


M—AB, M— AB. 


pes a , 4 ; Ê S à 
Désignons par s la fraction irréductible équivalente 


aux deux fractions 


lesquelles sont égales, en vertu de l'hypothèse AB=— A’P'; 
on aura 
AA, Le 
LDH bE = R 0 
et, par suite, 
À 
ATCR ESP 
mar 


A 


AS 


À et u étant des entiers. Mais, si les décompositions con- 
sidérées fournissent une même racine x de la con- 
gruence (1), les nombres À et B' ou A’ et B diviseront 
respectivement x +1 et x — 1: donc ils ont pour plus 
grand commun diviseur 1 ou 2; chacun des nombres À 
et w est par suite égal à r ou à 2. Il résulte de là que les 
décompositions 


M==AX28B, M=24X 


sont les seules qui puissent donner une racine x déjà 
fournie par la décomposition M — AB. 

Cela posé, il est facile de déterminer le nombre N des 
racines distinctes de la congruence (1). 

Supposons d’abord que le module M soit impair et dé- 
signons par 7 le nombre de ses facteurs premiers inégaux. 
Dans le cas dont il s’agit, les décompositions M = AB 
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donnent nécessairement des racines distinctes, et ilsuffit 
d’avoir le nombre de ces décompositions. Or, pour for- 
mer À, on peut n’employer aucun des facteurs premiers 
de M: on aura alors À — 1; on peut introduire dans À 
un seul des z facteurs premiers de M, et l’on obtiendra 
ainsi z décompositions distinctes; pareillement, on aura 
n(r—1) dé 7: \ 
TT,  décompositions, en formant À avec deux des 
facteurs premiers de M, et ainsi de suite. D’après cela, 
on aura 


Pre Lt) 


ze 
+ + — HI 
I 1.2 Ï 


ou 


N== "927; 


Supposons en deuxième lieu que le module M soit 
double d’un nombre impair, et désignons par g, comme 
précédemment, le nombre des facteurs premiers impairs 


Se M > ; #° 
inégaux de M ou de =: Considérons la décomposition 


M = AB, 


À étant pair et B impair; parmi les autres décompo- 
sitions, la seule qui puisse fournir la même racine x que 
la première est 


M—-A%oB, 
3} 


et Je dis qu’elle la fournit effectivement. En effet, la ra- 
cine qui répond à la première décomposition est déter- 
minée par les formules 


x——1+At, At—2=o (mod. B); 


or, À étant pair et B impair, on peut écrire 


A 
L= — 1 + y 24, —-.21—2=0 (mod. 2B), 
s D 
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ce qui montre que cette valeur de x répond aussi à la se- 
conde décomposition. Il résulte de là que N est le nom- 


; DE" M ; 
bre des décompositions de = en deux facteurs premiers 


entre eux, et l’on aura alors 
Ne 


comme dans le premier cas. 

Supposons, enfin, que M soit divisible par la puis- 
sance 2° de 2, p étant > 1, et désignons encore par z le 
nombre des facteurs premiers impairs inégaux de M ou 


de = Dans ce cas, on peut rejeter toute décomposition 
NM=—APB, 


dans laquelle l’un des nombres À ou B serait impair. En 
effet, supposons À pair et B impair; le raisonnement que 
nous venons de faire, à l’occasion du cas précédent, 
montre que la racine qui répond à la décomposition AB 


S ’ , . A e 
sera aussi donnée par la décomposition - X 2B. Main- 
2, 


tenant une décomposition de M en deux facteurs pairs 
donne deux racines x qui sont nécessairement distinctes 
de celles fournies par une autre décomposition de la même 
espèce; car, dans chaque décomposition, les facteurs 
doivent avoir 2 pour plus grand commun diviseur; donc, 
pour obtenir toutes les décompositions utiles de M, il faut 


Li) M . . L2 L2 
former celles de — et introduire ensuite 2 dans le premier 
a 


facteur, 2°! dans le second, puis inversement 2*— dans 
le premier facteur et 2 dans le second. Si p — 2, ces deux 
dernières opérations rentreront évidemment l’une dans 
l’autre. 

Il résulte de là que, si p — 2, c’est-à-dire si M est divi- 
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sible par 4, mais non par 8, on aura 
N — on+1, 


Si p est >2, c'est-à-dire si M est divisible par 8, on 
aura 
NS 


Cette conclusion n’est point en défaut, quandonaM— 2"; 
M , , A 

dans ce cas, a admet que la seule décomposition 1 X 1. 
2 


Il faut remarquer que les racines de la congruence (2) 
sont conjuguées deux à deux, de manière que deux ra- 
cines conjuguées soient égales et de signes contraires, 
ou, si l’on veut, complémentaires au module. Il est évi- 
dent que deux racines conjuguées sont fournies par deux 


décompositions telles que AB, BA. 


COROLLAIRE. — La congruence 


2 


x? —1=0 (mod. M) 


admet un couple unique de racines conjuguées dans 
l'un des trois cas suivants ; 1° si M est une puissance 
d'un nombre premier impair; 2° si M est le double 
d'une telle puissance; 3° si M est égal à 4. Dans tout 
autre cas le nombre des couples de racines conjuguées 
de la congruence est un nombre pair. 


Ce corollaire résulte immédiatement des formules par 
lesquelles nous avons exprimé le nombre N dans les 
différents cas que nous avons examinés. 


Exemrze. — Si l’on a M — 24, on a ces quatre décom- 


positions utiles 
A RRO TS MT ON 


HR 20 


la congruence 


VOLE TY D 
+ UN A + 07 
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a huit racines, savoir : 


1, 13 fournies par la décomposition 2% 12, 


2e À » » 12 < 00 
7; 19 » 7 He 6, 
1520) » » DECNE 


Théorème de Fermat. 


293. Le théorème de Fermat est l’une des proposi- 
tions fondamentales de la théorie qui nous occupe; aussi 
croyons-nous utile de présenter ici les démonstrations 
diverses qu’on en a données. Ce théorème célèbre est le 
suivant : 


Tuéorime. — $+ le nombre entier a n’est pas divi- 
sible par le nombre premier p, la différence aP=1—1 
est divisible par p; en d'autres termes, on a 

aP-1=1 (mod.p). 

PREMIÈRE DÉMONSTRATION. — Comme a et p sont pre- 
miers entre eux, par hypothèse, les nombres 
(x) a, 24, 3a, ..., (p—1)a 
donneront, relativement à p (n° 283), les résidus 
(2) [02 RON PT DEEE 
abstraction faite de l’ordre. Le produit des nombres (1) 


est donc congru, suivant le module p, au produit des 
nombres (2), et l’on a, en conséquence, 


1.2.3...(p—1)(a/1—1)=o (mod.p). 


On peut diviser cette congruence par le produit 

1.2.3...(p—1) qui est premier avec le module, et 

l’on a 
a/-1—1=0o (mod.p), 


ce qu'il fallait démontrer. 
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DeuxiÈmME DÉMONsTRATION. — Si l’on élève à la puis- 


sance p le binôme 
(a — 1) +1, 


dont la valeur est a, on aura 
pe “Ha Er ALES TER 
D ur (ai) +. 


TES OA dm 
190% 





se (a— 1) +... His 


dans le second membre de cette formule, tous les termes 
sont divisibles par p, à l'exception du premier et du der- 
nier, car le coefficient 


pip—1)...(p—k+:) 
1284 


est un nombre entier, et cet entier est évidemment divi- 
sible par p si # est € p. On a donc 
aP={(a—1) +1 (mod.p), 
et, en retranchant a, de part et d'autre, 
a—a—={(a—1}—{a—1) (mod.p) 
Cette formule montre que la différence aP — a n’est 
altérée que par un multiple de p, quand on diminue a 


d’une unité; il en est donc de même quand on diminue a 
de 2, 3,..., a unités; on a, en conséquence, 


a—a—=0o (mod.p) 
et, en divisant par a, nombre premier au module, il vient 
aP-1_—1=o (mod.p). 
TROISIÈME DÉMONSTRATION. — On a, quels que soient 
les entiers z et y, 


(ue) ur+ Euros. 


—1)...(p— À 
EE Es £ sa ël uP—# vE +, . . +: 


; { 
 . 
: ' 


T 
k 
h 4 
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nous avons vu que, dans le second membre de cette for- 
mule, tous les termes sont divisibles par p, à l'exception 
du premier et du dernier; on a donc 


(u+v)Pæ up +vP [mod.p). 


Soient maintenant a nombres entiers @4, @2,..+3 &a3 ON 
aura, d’cprès la formule précédente, 


(ai + co Heat D Ci (ao +... + ag)? 


(as +os +... Hal + (as +... Ha)! (mod 
8 "9 69,0%.» 23-918 6 p:5.v 000 00 20 0 0 pe 
(%a1 + Ga)? = + 


ct, en ajoutant, 
(a +o +... +aæ=a+a+..,.+af  (mod.p). 


Supposons maintenant que les nombres &4, &», ..., &a se 
réduisent tous à l’umité, on aura 


aP=a (mod.p}), 
ou, en divisant par @, 


aP—l=1 {mod.p). 


Théorème de Wilson. 


294. Taéorkmr. — Si p est un nombrepremier, la 
somme 1.2.3...(p —1) +1 est divisible par p; en 
d’autres termes, on a 


1.2.3...(p—1)=—1 (mod.p). 


PREMIÈRE DÉMONSTRATION. — Soit @ l’un quelconque 


des nombres 


(1) 1, 2, 35e) (p — 1), 
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et formons les multiples de a 
(2) RAA AT EN (pet) a: 


s RE 
Dans la suite (2), 1l y a un terme congru à 1, et il n’y 
en a qu’un seul; supposons que ce soit æa, on aura 


«a=1 (mod.p) 


Les nombres x eta sont inégaux, à moins quea ne soit égal 
àrouàp—1.S1,eneffet,onaa—a,a?—1=—{a—1)(a+:1) 
est divisible par p; or pest premier, 1l divise donca—1 
ou a—+i1, et, comme a est <7p, on a nécessairement 
a—1IOuUa—p—I. 

Il résulte de là que les nombres 


DR AE 77 02 | 


peuvent être associés deux à deux, de manière que le pro- 
duit des deux associés soit congru à l’unité, et, en multi- 
pliant entre elles les congruences ainsi obtenues, on aura 


2.3.4...(p—2)==1 (mod.p}; 
multipliant enfin par p—1, on a 


1.2.3.4...(p—1)=p 1 (mod.p), 
ou 


1.2.3.4... (p—1)+1=0 (mod.p) 
ce qu'il fallait démontrer. 

Ce théorème est surtout remarquable en ce qu'il ex- 
prime une propriété qui appartient exclusivement aux 
nombres premiers ; car, si p est un nombre composé, et 
que 0 soit un de ses diviseurs, 8 divisera le produit 
1.2.3... (p—1), et, par conséquent, il ne pourra diviser 
ce même produit augmenté de l'unité. Il en sera donc 
de même du nombre p. 


CorozLaIRE. — J'out nombre premier p de la forme 
4n + 1 est la somme de deux carrés. 
S.— Alg. sup., I. 5 


DR CL PT PE, POS EN FE ARS IN re 
ER W HOUR AUS 
* * r 4 à .- vs 
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En effet, par le théorème précédent, p divise la somme 
(1.2.38...072)[(22 +1)... 4rlPr; 
mais les nombres 
2R HI, 2R +2, ...) AR 
sont respectivement congrus à 
rer ns ETES : 


suivant le module p; donc le produit des uns est congru 
au produit des autres. D'ailleurs le nombre des facteurs 
étant pair, on peut changer leurs signes, et l’on a 


(1.2.3... 2n)+1=0o (mod.p}; 


p divise ainsi la somme de deux carrés, et, par consé- 
quent, il est lui-même la somme de deux carrés (n°15). 


Remarque. — Un nombre de la forme 4 +3 ne peut 
être la somme de deux carrés. En effet, tout carré pair a 
la forme 4n, et tout carré impair est de la forme 4n+1; 
par conséquent, la somme de deux carrés premiers entre 
eux a toujours l’une des deux formes 4n +1 et 4n +2. 


DEUXIÈME DÉMONSTRATION. — On peut encore démon- 
trer le théorème de Wilson au moyen de la formule 


ra JLINIEEREL 
AE TA Cl As PR 


que nous avons établie au n° 152, et qui exprime la dif- 
férence ni°%° du terme uw, de la suite 


LD MU TIRER CEST 
Si l’on suppose généralement 


uw (z+p), 
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on aura 
n _— 
AU PEDE S ET 


et notre formule générale deviendra 


Less R=(e +R) (x + n—1}* 


n(r—1) 


ra (r+nr—2)—,.,,+{—r)rxr, 


Soit maintenant x —1,2—p—1,p étant un nombre 
premier, 1l viendra 











ÉCPERNCE (p—1) =prt — (p—1}?—1 
(p— 1) {p— 2) F 
in Ton (p — 2) ue 
NP Eee 2P—-1 L LES 
L 
on a d’ailleurs 
2 2)" 
I 1.2 
d’où 
1,2.8...(p—1)+1= pr [URSS TI 
p—1)}(p—2),: F 
BR far. 
pP—1 





2P—1 ile 

1 (ar) 
Dans le second membre de cette formule, le premier 
terme est une puissance de p et tous les termes qui sui- 
vent sont divisibles par p, d’après le théorème de 
Fermat; on a donc 


1,2,9.-.(P—1)+1=0 (mod.p) 
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Théorème de Fermat généralisé. 


295. Le théorème de Fermat est susceptible d’être 
étendu aux modules composés; 1l n’est effectivement 
qu'un Cas particulier de la proposition suivante : 


TuéorÈème. — 1 a et M sont des nombres premiers 
entre eux, et que o(M) exprime combien il y a de nom- 
bres premiers à M et non supérieurs à ce nombre, la 


différence 


ar 
sera divisible par M; en d'autres termes, on aura 
aM_—1=o (mod. M). 


La première des démonstrations dont nous avons fait 
usage au n° 293 s'applique au cas actuel, avec de lé- 
gères modifications. Soient 


(x) ce, 001 PNR Ou CNED MO 


les (M) nombres premiers à M et non supérieurs à M. 
Si on les multiplie par le nombre a qui est également 
premier à M, on obtiendra la nouvelle suite 


(2) at, ta 6 VAN Nad Er, LES 


aucun terme de la suite (2), ax par exemple, ne peut 
être divisible par M; car M est premier à a et ilest supé- 
rieur à &; pour la même raison, la différence a (€ — «) 
de deux termes de la suite (2) ne peut être divisible 
par M, d’où 1l résulte que, si l’on prend les résidus mi- 
nima, relativement à M, des termes de la suite (2), on 
obtiendra ® (M) résultats différents. En outre, les nom- 
bres (2) sont premiers à M, et en conséquence leurs ré- 
sidus le sont aussi; ces résidus sont donc précisément les 
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nombres (1). Les nombres (2) étant respectivement con- 
grus aux nombres (1), le produit des uns est congru au 
produit des autres, et l’on a 


«by... .w[afM— 1]=o (mod.M); 


en divisant par le produit a6y...w qui est premier avec 
le module, il vient enfin 


CR EUEE (mod. M). 


Théorème de Wilson généralisé. 


296. Le théorème de Wilson est lui-même suscep- 
tible d’être généralisé; on peut effectivement l’énoncer 
comme 1l suit : 


Taéorëme. — Si P désigne le produit deso(M) nom - 


bres premiers à M et non supérieurs à M, on a 


P=1 (mod.M), 
savoir 
P——1 (mod. M), 


si M est égal à une puissance d’un nombre premier 
impair, ou égal au double d'une telle puissance ou égal 
à A; et 
P=+1 (mod.M), 
dans tous Les autres cas. 
En effet, soient, comme précédemment, 
(1) DS ON ARTS NE 


les nombres premiers à M et non supérieurs à M. Sia 
désigne l’un de ces nombres, les produits 


(2) Ad, Se y) rate 


donneront, comme on l’a vu. des résidus minima diffé- 
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rents, relativement au module M. Parmi ces résidus, il 
y en aura donc un égal à 1, et un autre égal à M —1. 
Supposons que aa donne le résidu 1; si a et « sont iné- 
gaux, je dirai que ces nombres sont associés du premier 
genre. Si a —a, le produit a X a donnant le résidu 1, 
le produit a(M— a) donnera le résidu —1 ou M —1; 
je dirai alors que a et M— a sont associés du second 
genre. Il résulte de cette définition que deux associés 
du second genre constituent un couple de racines con- 
juguées de la congruence 


(3) x?—1=0 (mod.M). 


Il est évident que le produit de tous ceux des nombres (1) 
qui composent les couples d’associés du premier genre 
est congru à 1, suivant le module M, tandis que le pro- 
duit de tous ceux qui forment les couples du deuxième 
genre est congru à (— 1), pm désignant le nombre des 
couples de racines conjuguées de la congruence (3). IL 
résulte de là que l’on a | 


P=—={(—1} (mod.M) 


Or, si l’on a M — p”, ou M = 2p', ou M — 4, p étant 
un nombre premier impair, le nombre x est égal à 1, 


tandis que le même nombre est pair dans tous les autres 
cas (n° 292); donc on a 


P——1 (mod.M), 
dans les trois cas de M = p', = 2p", — 4, et 
P=+1 (mod.M) 


quandle module M n’est pas de l’une de ces trois formes. 


RemArQuEe.—Si l’on veut avoirl’associé d’un nombrea, 


ae y 
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il suffira de déterminer la racine de la congruence 
ax—1=0 (mod.M) 


ou, si l’on veut, de résoudre en nombres entiers l’équa- 
tion indéterminée 
ax —My—1. 
Au surplus, comme le théorème de Fermat généralisé 
donne 
ar (mod. M), 
l'associé demandé est évidemment le résidu de la puis- 


sance 
a? \M)—1 


Des congr'uences dont le module est un nombre 
premier. 


297. Étant donnée la congruence 
AoZ"+ A x" +, ,+ À, _;x +A,=o (mod.p), 
dont le module p est supposé premier, et dans laquelle 


les coefficients A5, A,, .… sont des entiers compris entre 


f; 


À D 
zéro et p ou entre — — et + PAT peut toujours la rem- 
2 2 


placer par une autre dont le premier terme ait pour 
coefficient l’unité. Car soit A’ le nombre associé de As, 
c’est-à-dire le nombre tel que l’on ait 


AoA'=1 (mod.p), 


et désignons par 
P;, Po, DRM FAR 


les résidus des produits 
A’ A, AA 0 AA 


si l’on multiplie par A4 A’ les termes de la congruence 
proposée, à partir du deuxième, cette congruence pren- 


s | + Er p fs RE = AN sf cp N° A : 


Le af hs. . > ae à 4 É-RERT 
à 
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dra la forme 
Ao(r"+Pir tt por 2, +P,_;r+P,)=0o (mod.p}, 


et, en divisant par À, qui est premier avec le module, 
il viendra 


a+ Pr LL pirt +, +P,_;x+P,=o (mod.p). 


298. Les congruences dont le module est premier 
jouissent d’une propriété très-importante et qui estexpri- 
mée par la proposition suivante : 

Tuéorkme. — Une congruence non cdentique suivant 
un module premier ne peut avoir plus de racines qu'il 
n'y a d'unites dans son degré. 

Soit 
(r) f(r)=o (mod.p) 
une congruence de degré m suivant le module pre- 
mier p, f (x) désignant, pour abréger, le polynôme 

f(x) —Aox" + A ati... HA ur TA 


dans lequel les coefficients sont des nombres entiers 


s k ? ) 
compris entre zéro et p ou entre —" et + =. 


Si l’on désigne par @, &», ..., am des nombres en- 
tiers quelconques et que l’on pose, comme au n° 45, 
fi(x)=(xz-a)fiix) +R, 
Tu (æ) A (x — a>) fa (x) + R, 
(2) fee 0 El R 


Ï 


RECU (x) == (æ a D E2 te Se 


KR, Ro, .., Ry étant indépendants de x, puis que l’on 
ajoute toutes ces égalités, après les avoir multiphiées 
respectivement par les m facteurs 


1, z2— 4, (x—a)(x -e); 9, (ra) (ra), 


DE SACS 


# 
CR 


Pi 
E- 
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il viendra, en remplaçant rx) par sa valeur À, 


(AU) = A, (x — a) (x — a)...(x — 1: 28) 
(3) | | +R,,(x — a) (es &)..(a— Ami) +. 


Supposons maintenant que Ja congruence proposée ait 
une racine, et prenons @&, égal à cette racine; on aura 


alors 
R,=0 (mod.p) 


et, d’après les égalités (2), la congruence (1) pourra se 
mettre sous la forme 


(x — &)fi(r)=o (mod.p). 


Le module p étant premier, le produit (x —a;) f,(x) 
ne peut être congru à zéro suivant ce module, à moins 
que l’un des facteurs ne soit divisible par p; donc, si la 
précédente congruence admet des racines distinctes 
de &a,, ces racines appartiendront à la congruence 


(4) filx)= (mod. p}). 


S1 la congruence (4) n’a point de racines, la proposée 
n'aura que la seule racine a,. Si, au contraire, cette con- 
gruence a des racines, et que l’on prenne pour a: l’une 
de ces racines, on aura 


R, = o (mod.p}), 


et, d’après les égalités (2), la congruence (4) prendra la 
forme 
(x — @&) filrx)= 0 (mod. p). 


Le même raisonnement montre que, si cette congruence 
a des racines distinctes de &,, ces racines appartiennent 
à la congruence 

Ja(xj=0o (mod.p). 
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On voit que, généralement, si chacune des congruences 


= 
= 
[ 
= 
S 
e 
| 


ON fn in (mod. p) 
a une racine, et que la congruence 
Tree (æ) = 0 ( mod. P) 


? £ ? LA . 
n'en ait aucune, la proposée aura m—u racines. Si l’on 
suppose QUE 44, As, ..…., Am_y SOIENT CES racines, On aura 


R,=0, R;,=0, ..., R,_,=—=0 (mod.p}; 
et la formule (3) donnera 
(5) Ja) = (a) (e—@)...(e—an)F(s) (modp} 


F (x) désignant une fonction entière du degré p, telle 
que la congruence 


F(x)=0o (mod.p). 


n’ait aucune racine. 
S1 le nombre y est égal à zéro, la fonction F (x) se 
réduit à la constante AÀ,, et la formule (3) donne 


(6) f(x)=Ao(r —a) (x —a)...(x— a») (mod.p), 


d’où il suit que la congruence proposée ne peut avoir 
pour racines que les m nombres a,, &:, ..…., 4m. 


CoroLLAIRE. — 194 la congruence fx} =0 (mod. P) 
du degré m est satisfaite par plus de m valeurs de x, 
elle est nécessairement identique. 


209. Nous présenterons ici une conséquence fort im- 
portante du théorème que nous venons d'établir. 


Tuéorëme. — Si f(x) et F(x) sont des fonctions 
entières à coefficients entiers, dont Les degrés soient inf é- 
rieurs à p, et que f (x) soit un diviseur de la fonction 


 - 
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XP —1+ p F{x), p étant un nombre premier, la con- 
gruence 
f(x)=o (mod.p) 


aura précisément autant de racines qu'il y a d'unités 
dans le nombre qui exprime son degré. 


En effet, d’après le théorème de Fermat, la congruence 
(1) xP1—1=o (mod.p) 


a les p — 1 racines 


D'ailleurs, si l’on a 


(2) Pre 0e MA NE FM ARARAEAE 


f(x) et fi(x) étant des polynômes à coefficients entiers, 
la congruence (1) peut se mettre sous la forme 


fix) filx)=o (mod.p), 


et chacune de ses racines appartient à l’une ou à l’autre 
des deux 


(3) f(x)=0, ja 


Or, si l’une des congruences(3) avait moins de racines 
qu’il n'y a d'unités dans son degré, il faudrait que l’autre 
en eût plus qu'il n’y a d'unités dans le sien, ce qui est 
impossible ; le théorème énoncé est donc établi. 


7, 


x)=0o (mod.p). 


300. On peut déduire du théorême précédent un pro- 
cédé très-simple pour déterminer le nombre des racines 
d’une congruence de module premier. Démontrons d'a- 
bord le lemme suivant : 


Lemms. — Si f(x) désigne le reste de la division des 
deux polynômes f (x) et f(x), dont les premiers termes 
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ont pour coefficient l'unité, les racines communes aux 
deux congruences 


f(x)=0o (mod.p), fi(x)=o (mod.») 


sont les mêmes que les racines communes à 
filr)=0 (mod.p), f(r)=o (mod.p). 
Soit Q le quotient de la division de f(x) par f(x), 


on aura 

f(x) = Az) + f(x), 
et cette égalité fait voir que, si f(x) est divisible par p 
en même temps que l’un des deux polynômes f(x) et 
f(x), l’autre le sera nécessairement aussi; d’où résulte 
la proposition énoncée. 


Cororraine. — Les racines communes à deux con- 
gruences 
f(x)=0, filx)=o (mod.p) 
appartiennent à la congruence 


p(r)=o (mod.p), 


p(x) désignant leplus grand commun diviseur aux deux 
polynômes f (x) et f(x). 

REMARQUE. — Pour trouver ce plus grand commun di- 
viseur (x), on suivra la marche ordinaire; seulement 
on négligera tous les termes qui sont multipliés par p. Il 
faut, en outre, que toutes les divisions puissent se faire 
sans écrire de coefficients fractionnaires. Pour cela, on 
peut faire en sorte, comme il a été indiqué plus haut, que 
chaque reste soit divisible par le coefficient de son pre- 
mier terme, et alors on fera abstraction de ce diviseur 
commun. On arrive aussi au même but en multipliant 
chaque dividende par un facteur convenable, ou même 
simplement en ajoutant au coefficient du premier terme 
de chaque difidende un muluple de p tel, qu'après cette 
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addition le premier terme du dividende en question sOIt 
divisible par le premier terme du diviseur correspondant. 


301. Supposons maintenant qu’on veuille connaître 
le nombre des racines de la congruence 


(1) f(x)=o (mod.p). 
Ces racines appartiennent toutes à la congruence 
(2) xP1—r;=1 (mod.p); 


il suffit donc de chercher les racines communes aux con- 
gruences (1) et (2). Pour cela, on déterminera, comme il 
vient d’être dit, le plus grand commun diviseur à f(:) et 
à xP—1— 1. S'il n'existe pas de diviseur commun, la pro- 
pesée n'aura aucune racine; Si, au contraire, on trouve 
un plus grand commun diviseur o(x) de degré u, la con- 
gruence proposée aura p racines, qui seront celles de la 
congruence 
p(æ)=0o (mod.p) 

laquelle a effectivement y racines, puisque o(x) est un 
diviseur de degré u du binôme æP7t—1. 


ExempPze. — On demande le nombre des racines de la 
congruence 


MR 5% 20-21 dr 20 |[mod. 7). 


En cherchant le pius grand commun diviseur des polv- 
nômes x°—1 et f(x), comme on l’a indiqué au n° 300, 
on trouve les deux restes 


— à 7 + 2 x + 3x? — 9x + Ar 


2(2x$+ 3x? — x —3); 


le second reste étant diviseur du premier, la congruence 
proposée a trois racines qui appartiennent aussi à la con- 
gruence du troisième degré 


MO ir 3520 (mod. 7). 
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Nouvelle dérnonstration du theorème de Wilson. 


302. Si p est un nombre premier, la congruence 
(x—1)(x—2)(x—3)...(æ—p+i)—(rr-t—1:)=0o (mod.p) 
admet les p—71 racines 

VAI LPS 


et, comme elle n’est que du degré p — 2, elle doit être 
identique. Si donc on désigne par S, la somme des nom- 
bres 1, 2,..., (p—1), par S: la somme de leurs produits 
deux à deux, etc., par S,_, le produit de tous ces nom- 
bres, on aura 


S1—=0, D92— 0) 90, 05 1: 


suivant le module p. La dernière de ces congruences 
constitue le théorème de Wilson. 


Remarque. — Les coefficients de l’équation 
(x —1)(r =2) (er 20; 


ordonnée par rapport à æ, étant des multiples de p, à 
l'exception du dernier terme, si p est premier, la somme 
des puissances mi" des p —1 racines 


1142549, ere el PEU 


sera divisible par p, à moins que m ne soit un multiple 
de p—1. Cela résulte immédiatement des formules de 
Newton. 
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CHAPITRE IL 


DES RÉSIDUS DES PUISSANCES ET DES CONGRUENCES BINOMES. 





Des nombres qui appartiennent à un exposant donné 
relativement à un module donné. 


303. Le nombre a étant premier avec le module M, 
considérons la suite indéfinie des puissances de a, savoir 


(x) T, &, di a”, JPA, : te, 


Comme cettesuiterenferme unnombreillimité de termes, 
et qu’on ne peut trouver qu'un nombre limité o (M) de 
résidus distincts, 1l y aura nécessairement deux puis- 
sances, telles que & et a*Ÿ”, qui seront congrues suivant 
le module M. On peut diviser la congruence 


(2) at#= a  {mod.M) 


par a’, qui est un nombre premier au module, etil vient 
alors 


19) at—=1 (mod. M). 


Réciproquement, si la congruence (3) a lieu, la con- 
gruence (2) aura lieu aussi, quel que soit l’exposant ». 

Il résulte de là que, si » est le plus petit nombre tel 
que la congruence (3) ait lieu, les résidus de la série (1) 
formeront une suite périodique dont la période com- 
prendra # termes incongrus suivant le module M, et 
qui seront les résidus des puissances 


RANGER RUNGUETE, 


ATOS ET EN TS TA ES 
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Ceux des termes de la série (1), autres que l’unité, qui 
donnent le résidu (1), sont, d’après cela, 


a, a2?, an, ,, ke 
or, d’après'le théorème de Fermat généralisé, on a 
a WZ=1  (mod.M): 


donc (M) est un multiple de ». | 

Lorsque n désigne le plus petit nombre positif, tel 
que a*=1{(mod.M), on dit que le nombre a appartient 
à l’exposant n, relativement au module M. On peut 
alors énoncer cette proposition : 


Taéorème. — L'exposant auquel appartient, relati- 
vement au module M, un nombre quelconque premier 
avec ce module, est un diviseur de o (M). 


304. On peutencore arriver à ce résultat par une autre 
méthode qui ne suppose pas le théorème de Fermat et 
qui conduit même à une démonstration nouvelle de ce 
théorème. 

Quel que soit l’entier & premier avec le module M, 


la suite des puissances 
(1) 1,2 003 A NII TR 


\ 


donne, comme nous venons de le dire, un certain nom- 
bre 7 de résidus distincts qui sont ceux des puissances 


(2) Les, l apart 
et z est le plus petit nombre tel que l’on ait 
(3) a*=1  (mod.M). 


S1 la suite des résidus des nombres (2) embrasse tous 
les nombres premiers et non supérieurs à M, on aura 


p(M) = 7; 


+ 
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dans le cas contraire, soit b l’un des nombres premiers 
à M, qui ne sont congrus, suivant ce module, à aucun 
des termes de la suite (2). En mulüpliant par à les 
termes de cette suite, on en obtient une deuxième 


(4) b, ba, ba?, ..., bai 
dont tous les termes sont distincts; car, si l’on avait 
ba" = ba" (mod. M), 


1l en résulterait 
at a" (mod.M), 


ce qui est contre l'hypothèse. On voit aussi que les termes 
de la suite (4) sont incongrus, suivant le module M, 
aux termes de la suite (2); car, si l’on avait 


ba’= a {mod.M), 
il en résulterait 
b=a"+ ou =a"#"+#  {mod.M), 
ce qui est encore contre l'hypothèse. Ainsi l’on a 
p(M)=22 où vp(M)> 27. 


Si o(M) est > 2x, soit c l'un des nombres premiers 
et non supérieurs à M, qui ne sont pas compris parmi 
les résidus des suites (2) et (4). En multipliant la 
suite (2) par c, on obtient une nouvelle suite 


(5) DAT CU SN CL SR = CO TT 


dont les termes sont incongrus à ceux de la suite (2), 
d'après ce qui précède, et j'ajoute qu'ils le sont aussi 
aux termes de la suite (4); car, si l’on avait 

cat= ba (mod.M), 


on en conclurait 


c—=œba" + où ==bat#  ([imod, M), 


DE Alge SUPes IL, 4 
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et le nombre c serait compris parmi les résidus de la 
suite (4), ce qui est contre l'hypothèse. D'après cela, 


On a 
o(M)—372 ou y(M)>3». 


On peut continuer ainsi Jusqu'à l'épuisement complet 
des (M) nombres premiers et non supérieurs à M, et 
l’on voit que l’on a nécessairement 


p(M)— 7", 


m étant un nombre entier; ce qui est le théorème dé- 
montré au numéro précédent. 
Mais la congruence (3) entraîne nécessairement 


a*=s1  (mod.M) 


ou 
a?) =1 (mod. M), 


ce qui est précisément le théorème de Fermat généralisé. 


Des racines primitives. 


305. D'après le théorème de Fermat généralisé, la 


congruence 
29 M) — (mod, M) 


admet pour racines les o6(M) nombres premiers et non 
supérieurs à M. Ceux de ces nombres qui appartiennent, 
suivant le module M, à l’exposant g(M) sont dits racines 
primitives de la précédente congruence, ou simplement 
racines primitives, relativement au module M. 

Ainsi le nombre a, premier à M, sera racine primi- 
tive si, pour toutes les valeurs de » inférieures à o(M), 
a! est incongrue à l'unité, suivant le module M.. Dans 
ce cas, la série des résidus des puissances 


e (M)—1 


9 
IT, «ds ds .. a; 
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embrasse les (M) nombres premiers à M et non supé- 
rieurs à M. 
On peut établir de suite qu’il n’existe de racines pri- 
mitives que dans des cas peu étendus. 
Le module M étant décomposé en facteurs premiers, 
soit 
MI PES, Ha 


Pr Q»T +. étant des nombres premiers inégaux. Tout 
nombre a, premier à M, sera premier avec chacun des 
facteurs p', g*, r”', .... et l’on aura, par le théorème de 
Fermat généralisé, 
ae)= 1 (mod. p'}, 
B) __ 
a%(a EE I (mod. q*) 


al)= 1 (mod. r}), 


Si S désigne le plus petit des nombres divisibles par 
chacun des suivants : 


on aura aussi 
f 


a$=1 (mod.p'}, a$=æ1 (mod.g*)}, a=1 (mod. A TES 


La différence a$ — 1 étant ainsi divisible par chacun des 
nombres p', gt, r*, ..., elle le sera par le produit M 
des mêmes nombres, et l’on aura 


a$=1 (mod. M). 


Or, ®(p') est un nombre pair, sauf le seul cas où l’on 
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ap—2, v=1; de même w(g*)est pair, à moins que 
4 —=2,;u—1, et ainsi de suite. Donc, si M renferme 
plus d’un facteur premier impair, ou si, ne contenant 
qu'un seul facteur premier impair, il renferme le fac- 
teur 2 à une puissance supérieure à la première, deux 
au moins des nombres | 


p(p'}- p(gt), of)... 


auront un diviseur commun, et, par conséquent, le plus 
petit commun multiple de ces nombres sera inférieur à 
leur produit. Ainsi l’on aura 


S<y(M), 


etle nombre 4, pour lequel on a & =1(mod. M), ne 


sera pas racine primitive relativement au module M. 
Il reste à examiner le cas où M ne renferme aucun 
facteur premier impair; on a alors 


NRESSS ESS (M és On 


et je dis qu'il n’y a point de racines primitives, si y est 
supérieur à 2. É 


En effet, tout nombre impair a peut être représenté 


par la formule 
4 pm SR do DATA 


et, par des élévations au carré successives, on en déduit 
a —1+ 2%), 
2 
FT ee BE AG NT 
93 
D'IVER IT ÉMRENE 7 TS 


2—2 


HP OURS, 


ki,k5, ..., k,_, étant des nombres entiers. La dernière 
de ces égalités peut s’écrire 
5 ( 


Leu 
AE RTL TUONS D) 
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si y est > 2, et en conséquence a n’est pas racine pri- 
mitive. 

Il résulte de là qu'il ne peut exister de racines primi- 
tives que dans les trois cas suivants : 


1° Si le module M est un nombre premier impair ou 
une puissance «d'un nombre premier impair ; 

2° Si le module M est égal au double d’une puis- 
sance d'un nombre premier impair ; 


3° Si le module M est égal à 4. 


Dans le cas de M — 4, on a 4(M) = 2, et le nombre 
— 1 ou 3 satisfait évidemment à la définition des racines 
primitives. Le cas où M est une puissance de 2 supé- 
rieure à 4 mérite une attention particulière, bien qu'il 
n’y ait point de racines primitives, dans le sens que nous 
attachons à ce terme. 


Des racines primitives, dans le cas où le module 
est un nombre premier impair. 


306. Lorsque le module M se réduit à un nombre pre- 
mier impair p, on à Q(M)—p—1. Dans ce cas, il 
existe toujours des racines primitives et il est facile d’en 
déterminer le nombre par le théorème suivant, dont nous 
empruntons la démonstration à Gauss : 


Taéorème. — St le nombre p est premier, et que n 
désigne un diviseur quelconque de p—1, il y a précise- 
ment Q(n) nombres qui appartiennent à l’exposant n; 
le symbole @(n) exprimant combien il y a de nombres 
premiers et non supérieurs & n. 


Supposons qu'il existe un nombre & appartenant à 
l’exposant 7, suivant le module p; les résidus des puis- 
sances 


(1) ÉTÉ RE 
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seront distincts et chacun d’eux sera la racine de la con- 
gruence 


(2) z'—1=0 (mod.p); 


car l’hypothèse 
| a*=1 (mod.p) 
entraine 


(3) air (mod. p}, ou ({a*}*—1—=0 (mod.p}), 
e étant l’un quelconque des nombres 
O,13:23% 0e 0 JtimilE 


donc, d’après le théorème du n° 298, la congruence (2) 
n’a pas d’autres racines que les résidus des puissances 
contenues dans la suite (1). Par conséquent, sil existe 
des nombres, autres que a, qui appartiennent à l’expo- 
sant », chacun d’eux doit être congru, suivant le mo- 
dule p, à une puissance telle que a°. 

Désignons par m l’exposant auquel appartient a°; 
d’après la congruence (3), 7 sera un multiple de m; on 
a d’ailleurs 


(4) (at)"=1 (mod.p) ou aæ”*=1 (mod.p), 


et comme a appartient à l’exposant 7, 1l en résulte que 
me est un multiple de 7. Cela exige que m2 soit un mul- 
tiple de 7, quand e est premier à 2; les nombres m et n 
étant alors divisibles l’un par l’autre, ils sont égaux 
entre eux. Donc at appartient à l’exposant 7, si e est 
premier avec n; mais, si les nombres e et 7 ont un divi- 
seur commun 6 supérieur à 1, la congruence 


€ LL2 
() Hi (mod. p) 
peut s’écrire 


—1 (mod.p), 
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ce qui montre que a° appartient à un exposant moindre 
que 7. 

On peut conclure de là que, s’il existe un nombre ap- 
partenant à l’exposant 7, suivant le module p, il y a pré- 
cisément q(7) nombres qui appartiennent à cet exposant. 

Cela posé, l’exposant auquel appartient l’un quel- 
conque des nombres 


(5) TE ni} et ne 
relativement au module p, est, comme on sait, égal à l’un 
des diviseurs 
(6) TA AT dee 
du nombre p— 1. Si l’on cmploie le symbole Y(d) pour 
exprimer combien il y a, dans la suite (5), de nombres 
qui appartiennent à l’exposant d, on aura, d’après ce 
qui précède, 

Hd) id} out dd) —0: 
Pareïllement, Y(d'), b(d"), ... exprimeront combien il 
y a, dans la suite (5), de nombres qui appartiennent aux 
exposants d', d”, ... respectivement. L'unité fait partie 


de la suite des diviseurs (6), et comme r est évidemment 
le seul nombre qui appartient à l'exposant 1,0n a 


SAUT IE= DR 
Enfin le nombre des termes de la suite (5) étant p —41, 
et chacun d’eux appartenant à l’un des exposants conte- 
nus dans la suite (6), on a l'identité 


v(d)+ÿ(d)+p(d’)+...=p—1. 





Mais on a aussi (n° 286) 
plobpld) pd) Esp: 
done 


f 


(a) p(d) + bd) + pd") +... (d) + p(d') + o(d7) +... 
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Dans le premier membre de cette égalité, ceux des termes 
qui ne sont pas nuls sont respectivement égaux, d’après 
ce qui précède, aux termes qui occupent les mêmes 
rangs, dans le second membre; on peut donc supprimer 
de part et d’autre ces termes égaux. Mais, après cette 
suppression, il reste zéro dans le premier membre de 
l'égalité (7); donc il ne doit rien rester dans le second 
membre. D'où il suit que la suppression a porté sur tous 
les termes, et que l’on a 


Ÿ (d) . (d), 
quel que soit le diviseur d. 


CorozratRe. — {l y a g(p—1) nombres qui appar- 
tiennent à l’exposant p —-1, relativement au module 
premier p; en d'autres termes, il y a, relativement à ce 
module, &(p — 1) racines primitives. 

Remarque. — Les nombres qui appartiennent, suivant 
le module premier p, à un exposant » égal à un diviseur 
quelconque de p— 1, sont dits quelquefois racines pri- 
mitives pour la congruence x"=1 (mod.p}). Alors, 
d’après ce qui précède, cette congruence a n racines, 
parmi lesquelles il y en a p(z) qui sont primitives. 


307. Nous établirons encore ici une proposition fort 
importante qui trouvera plus loin son application. 


Tuéorème. — Si deux nombres a et b appartiennent, 
relativement au module premier p, à deux exposants m 
et n premiers entre eux, le produit ab appartient à 
l’exposant mn. 


En effet, soit s un exposant tel que 





(ab}S— afbf=1 (mod.p), 
on aura, par l'élévation à la puissance m, 


ans bRS—= y (mod. p) ; 
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a"S=1 ([mod.p): 
done 
bMS= tr (mod.p), 


et, par conséquent, ms est un multiple de l’exposant 7 
auquel b appartient. D'ailleurs #1 et n sont premiers entre 
eux; donc s est un multiple de 7. On ferait voir de même 
que s est un multiple de m, et il en résulte que s est di- 
visible par le produit mn. Or on a, par hypothèse, 


a®=1, bt=1 (mod.p}), 
d’où 
CRNDT GONE TE Mod. pif 


donc le produit mn est bien l’exposant auquel ab appar- 
tient. 


Conozzame I. — 8% les nombres a, b, c, ... appar- 
tiennent respectivement, par rapport au module p, aux 
exposants m, n, Tr, -.., premiers entre eux deux à 
deux, le prod'iit abc... appartient à l'exposant mnr..… 


Coroziaine Il. — S1 le nombre p— 1 est égal au pro- 
duit 2q'1*, ...,q,r, ... élant des nombres premiers 
impairs inégaux, et si a, b,c, ... désignent des nom- 
bres qui appartiennent respectivement aux exposants 
2%, q",1, ..., le produit abc... ou son résidu appar'- 
tient à l'exposant p — 1, et il est en conséquence racine 
primitive, relativement au module p. 


Autre manière de présenter les résultats qui précèdent. 


308. Les propriétés que nous venons d'établir, à l’é- 
gard des modules premiers, peuvent encore être démon- 
trées, comme nous allons le faire voir, par une méthode 
identique à celle dont nous avons fait usage dans le Cha- 
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pitre V de la Section I, en nous occupant des racines 
des équations binômes; il y a quelque avantage à faire 
ressortir le lien qui existe entre les deux théories. 


Taéorkme |. — Les racines communes à deux con- 
gruences binômes de module premier p, 


æ"=1 (mod.p)}, 2*=1 (mod.p), 


sont également racines de la congruence 


rl {mod.p), 


0 étant le plus grand commun diviseur de m et de n. 
x°— 1 est, en effet, le plus grand commun diviseur de 
x— 1 et de x?— 1. Ce théorème est, par suite, une 
conséquence du corollaire démontré au n° 300. 
Il est évident que, réciproquement, chaque racine de 
la congruence x°— 1 = 1 satisfait aux deux proposées. 


Corozraire. — Si 0 désigne le plus grand commun 
diviseur des nombres m et p — 1, la congruence binôme 
du module premier, 


| 


æ"=1 (mod.p}), 
aura Ô racines qui appartiendront à la congr'uence 


a=1 (mod.p). 


En effet, les racines de la congruence proposée ap- 
partiennent aussi à la congruence 


xP1—1=o (mod.p) 


D'ailleurs, la congruence 


x*—1=0 (mod.p) 


a ÿ racines (n° 299), puisque son premier membre est 
un diviseur de x?! — 1; la proposée a donc elle-même 
@ racines. 


PR 
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Si m est premier avec p—1, on a 8 —1,et dans ce 
cas la congruence x =1 n'a pas d'autre racine que 
l'unité. 

D’après. ce qui précède, on peut borner l'étude des 
congruences binômes de la forme 


x"=1  (mod.p) 
à celles dont le degré m est un diviseur de p—1. 


Taéorkme Il. — Sa désigne une racine quelconque 
de la congruence de module premier 


æ"=1 (mod.p), 


dont le degré m est un diviseur de p —1, toute puissance 
de a ou son résidu minimum est également racine. 


La congruence 
a®=1 (mod.p) 


entraîne en effet 
ak; ou (ak}"=7r, 


et si b désigne le résidu minimum de a“, par rapport àp, 
on a 

aké=b, d'où b"=r; 
par conséquent, tous les termes de la série 


HV EE, 


ou leurs résidus minima, sont racines de la même con- 
gruence. Or, à cause de 4”=1, on a aussi 


ai a, affa, 


La série précédente contient donc au plus m termes 
ayant des résidus différents, et ces résidus se reprodui- 
sent périodiquement de men m. Si les m premiers termes 


a, 4”, a, nee: RTE a ou 1 
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sont incongrus suivant le module p, leurs résidus sont 
les m3 racines de la congruence proposée. Dans le cas 
contraire, si l’on a, par exemple, 


antr= a%" [mod.p}, 
a étant premier avec p, il vient, en divisant par a”, 
at=1 (mod.p); 
par conséquent, a est racine d’une congruence binôme 
æ=1 (mod.p) 


de degré n inférieur à m1. De là résulte cette proposi- 
tion : 


Taéorime IIL. -— Si a est uneracinede la congruence 
x"= 1 (mod. p), quin appartienne à aucune congruence 
de degré moindre x"=1 (mod. p), les m racines de la 
proposée seront Les residus des m puissances de a 


ANA PR ERNEST 


L’analogie de la théorie que nous exposons avec celle 
des équations binômes conduit naturellement à appli- 
quer la dénomination de racines primitives d’une con- 


gruence binôme 
æM=1 (mod.p}), 


dont le degré m divise p— 1, à celles des racines de cette 
congruence qui n’appartiennent à aucune congruence de 
même forme et de degré moindre. Comme dans le cas 
des équations binômes, chaque racine primitive jouit de 
la propriété de donner toutes les autres racines par ses 
diverses puissances. 

Il faut remarquer que, chaque racine non primitive 
de la congruence x”=1{mod. p) appartenant à une 
congruence de même forme ei de degré moindre, elle ap- 
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partient aussi à une troisième congruence de même 


forme, et dont le degré divise celui de la proposée. 


309. Voici maintenant comment on peut établir l’exis- 
tence des racines primitives. 
Considérons la congruence 


(a) xM==1 (mod.p), 


et supposons d’abord quemne contienne qu’un seul fac- 
teur premier g, que l’on ait 


TH. q 0: 
toute racine non primitive de 
(2) x =1 (mod.p) 
appartient à une congruence 
qua 


x'=1 (mod.p) 


dont le degré 8 est un diviseur de g* et même de g#-; 
et, par conséquent, cette racine appartient aussi à la 
congruence 


(3) 2 =1 (mod.p). 


D'ailleurs les racines de (3) sont aussi racines de (2); 
leur nombre est 4“, par conséquent celui des racines 
primitives de la proposée est 


q* Le (Le ou q" ( 72e :) ° 
q 


Supposons maintenant r# quelconque, et soit 


À 


? 


== q* ES 


g,T, «.., s désignant des facteurs premiers inégaux. 
Considérons les congruences 


(4) x%=1 (mod.p), '"=1 (inod.p),.…., 2 =1 (mod. p), 


+ 
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et désignons par & une racine primitive de la première, 
par à une de la deuxième, etc., par l'une de la dernière. 
Il résulte du théorème démontré au n° 307 que le résidu 
du produit 

CL TEL 


est une racine primitive de la proposée 
v À 
(5) ads = (mod. p). 


Mais on peut aussi établir ce point de la manière sui- 
vante : il est d’abord évident que ab...{, ou son résidu, 
est racine; car on a 


al=1, br, 1 {mod.p) 


et, par suite, 
À 
(ab TT PEN more) 
Maintenant, si ce produit n’est pas une racine primitive 
de la proposée, il sera racine d’une congruence 


a=1 (mod.p) 


dont le degré 0 sera un diviseur de m, et il y aura aa 
moins un facteur premier dem”, qui entrera dans 0 moins 
de fois que dans m. Admettons que le facteur 4 soit dans 
ce cas; alors 8 divisera g“—* 7”. ,.5*, et, par suite, ab... 
sera racine de la congruence 


EN . 
7, La Sæ=1 (mod.p); 


on aura donc 
(ab LT TN nd 7e 
mais On a aussi 


CB s /)1 RES 1 (mod. p}, 


4 
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et, par la division, 
= Le À 
CN Tes re linod: pi 


On voit par là que a est racine des deux congruences 


ir À 
21 SR ESS = I] et ax —= (mod. P) 


et, par suite, de 


loir (mod,p}, 


puisque g*“—! est le plus grand commun diviseur entre 
les degrés des précédentes ; a n’est donc pas, comme on l’a 
supposé, une racine primitive de x%°=1 (mod. p). 

Il est ainsi démontré que, si a, b, ..., c désignent des 
racines primitives respectivement de la première, de la 
deuxième, etc., de la dernière des congruences (4), le 
produit ab...c, ou son résidu, est une racine primitive 
de la congruence proposée (5). En outre, en répétant 1c1 
le raisonnement dont nous avons fait usage au n° 104, à 
l’occasion de l’équation binôme, on prouvera que toutes 
les racines, tant primitives que non primitives, de la 
congruence (5), sont représentées par la formule 


ab . 1, 


où l’on doit prendre pour a, b, ..., l'toutes les racines 
respectivement de la première des congruences (4), de la 
deuxième, etc., de la dernière; et que la même formule 
donne toutes les racines primitives, en prenant pour 
a, b, .…., l les diverses racines primitives des congruences 
auxquelles elles appartiennent. Comme le nombre des 


/ 


. . . . I L . 
racines primitives a est A I — : > que celui des racines 
q 


I : & I 
»Ÿ mo .. * $ nest um 
2 
Best (: }- . celui des racines /, 5 (a à on 
r } 
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en conclura que le nombre des racines primitives de la 
proposée est 


r(-2)(-2) (30 


ce qui est le résultat déjà obtenu. 


Theorème relatif aux residus des puissances dont le 
degré est un diviseur de p—1. 


310. Tuéonime. — Le module p étant suppose pre- 
mier et 8 étant un diviseur de p—1, soient x, et £ deux 
nombres compris entre ZCTO CPP l’on a 


x) = Ë (mod. p), 


on & aussi 
p —1 


E fi==1 0 {mod,p}; 
et, réciproquement, si l'on a 
ss 
EST LINDA 
la congruence 
2'=#Ë (mod.p) 
a Ô racines. 
La première partie du théorème est évidente; car, si 
l’on a 
x =#% (mod.p) 
IE % 1 


, \ 7 Ji I 
en élevant les deux membres à la puissance I 





, On a 


SE 
PTE MNmod:p}: 


T 


et, à cause du théorème de Fermat, 


pi 
E 1 (mod.p) 
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Pre 


, j ; AE a 
Réciproquement, supposons que l’on ait £ ==1, ou 


retranchant chaque membre de cette égalité de x?=1—-7, 
il vient 
p=1 p —1 p—1 
(] 
Pr — pQ — ar li — E EN El 7: 


Or le second membre admet pour diviseur x°— £; il en 
est donc de même du premier membre xP-t—1—pQ, 
et par conséquent, en vertu du théorème démontré 
au n° 299, la congruence 


6 


x —£—0o (mod.p) 


a 0 racines. Ce qu’il fallait démontrer. 
CororLarREe. — Si p est ur nombre premier, et qu’en 


decomposant p — 1 en facteurs premiers on ait trouvé 


À 
5 


rt à 01 Le RE 
les racines non primitives de la congruence 
xP-1— 1=0 (mod.p) 


racines qui appartiennent toutes à l’une au moins des 
congruences 
pi PA p-1 p—1 


PRE ANT Le 
A CA se; X = ] 





E 
he, 


, 


sont des résidus de carrés, ou de puissances q, ou «le puis- 
sances r, etc., ou de puissances s; et, réciproquement, 
tout nombre résidu d'un carré, ou d'une puissance g, 
ou etc., est racine de l’une des congruences précédentes 
et n'est pas racine primitive du nombre premier p. 


Ce corollaire résulte immédiatement du théorème qui 
S. — Alz. sup., 11. Ÿ 
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précède; on peut ajouter que, parmi les nombres 
1522,59, 37 DE AU 


il y en a la moitié qui sont des carrés (résidus de carrés), 
la giè®e partie qui sont des puissances gq, la ri°" partie 
des puissances r,..., la si" partie des puissances s; et, 
plus généralement, si l’on ne considère parmi ces nom- 
bres que ceux qui sont à la fois des puissances 2, q, r', .…, 
la sie partie de ces derniers sera en même temps des 
puissances s. En effet, les nombres qui sont à la fois des 
résidus de carrés, de puissances qg, de puissances r, …, 
satisfont aux congruences 


pes fe RE 
= ra 
LU, ME TE (mod, p) 
et, par conséquent, sont racines de 
p—1 
247... 
x ""Æ=;r (mod.p): 
net 


leur nombre est donc ; pareillement, le nombre 


247... 


de ceux qui sont en même temps des puissances s est 


Dr 


17 : ;l est donc la sitme partie du premier. 
DAT TS + 


311. La congruence 
(x) xP-1— 1=o (mod.p) 


peut se mettre sous la forme 


rs MC À pi 
ren 2. 
(* ni) de pa (mod. p}, 


et chacune des deux congruences 


(2) ET —=0 (mod. P); 


(3) z?+i=o (mod. p), 
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dans lesquelles elle se décompose, a racines. En 





p—1 
2 
outre, d’après le théorème du n° 310, chaque racine de 
la congruence (2) est un résidu de carré, ou un résidu 
quadratique ; au contraire, aucune des racines de l’équa- 
tion (3) ne peut être le résidu d’un carré, et ces racines 
sont dites zon-résidus quadratiques, ou simplement ron- 

résidus. 

Le nombre a sera donc résidu ou non-résidu quadra- 
tique, relativement au module premier p, suivant qu'il 
satisfera à la congruence (2) ou à la congruence (3), 


p—1 


c’est-à-dire suivant que la division de a È 


par p don- 


nera le reste + 1 ou le reste — 1. Legendre a proposé 


g: «a 
de représenter ce reste par le symbole (2) » en sorte que 
P 


«a 
Ge 
£ 


quand a est résidu quadratique, et 


os 


quand a est non-résidu. 

ILest évident que, si p est de la forme 4141, les deux 
nombres a et — a sont en même temps résidus ou non- 
résidus. Au contraire, si p est de la forme 41 +3, l’un 
des deux nombres a, — a est résidu, tandis que l’autre 
est non-résidu. 


l’on a 


Si les nombres «a et b sont tous deux résidus ou tous 
deux non-résidus, on a 


PET p=1 Pal 


Er, D» = +1, d'où (ab) =+r (mod. p); 


par conséquent, le produit ab est résidu. Si, au contraire, 
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l’un des nombres a et b est résidu, et que l’autre soitnon- 
résidu, on a 


Pi p—1 PE 


ER eù RUN HI, d'où (ab) es 1 2 (MOU P): 
le produit ab est donc non-résidu. 
On exprime ce résultat par la formule 


GG) 6) 


et il ést évident qu’on aura généralement 


(AE) SNS 


On trouvera plus loin un beau théorème de Legendre 
qui permet de déterminer très-facilement le signe des 


expressions (2) 
P 


Recherche des racines primitives d’un nombre premier. 
P P 


312. Le théorème du n° 310 fournit un moyen de 
trouver les racines primitives d’un nombre premier. 

Soient p un nombre premier ; 2, q, r, .…,s les facteurs 
premiers inégaux de p—1, et écrivons les p—1 nombres 


15222, di die oi) TIR 


si l’on enlève de cette suite tous les résidus de carrés, de 
puissances q, de puissances r, etc., il ne restera plus que 
les racines primitives de p. 

Au moyen des carrés, on exclut d’abord la moitié des 
nombres; au moyen des puissances 4, on exclura la gi" 
partie de ceux qui restent, et ainsi de suite. 

Supposons, par exemple, qu’il s’agisse de trouver les 


racines primitives de 31. 


2" 
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Écrivons les trente nombres 
1, 2, 3, 4, 5, 6, "E 5, 9; 10, 
(a) 2, 19140 19,510, 17,19, %10,4 20, 

DD 23, 24220, 20, 27, 20,20, «30; 
comme les facteurs premiers de 30 sont 2, 3 et 5, 1l suf- 
fira d'enlever de la suite (1) les résidus des carrés, des 
cubes et des cinquièmes puissances. 


Pour exclure les carrés, nous élèverons les nombres (1) 
au carré; les carrés des quinze premiers sont 


1, 4, 9, 16, 25, 36, 49, 64, 81, 100, 121, 144, 169, 196, 225, 
et 1ls ont pour résidus 
(2) 14 0, 10,20,0!10,2, 10, 7; 20,20, 14:10, 0; 


les carrés des quinze derniers nombres de la suite (1) don- 
neraient les mêmes racines, car on a 

(31—hA}=—=/#? (mod. 3r) 
Otant ces quinze nombres (2) de la suite (1), il restera 
les quinze que voici : 
SAONE 2, 19,19, 17, 21,,22,23, 24; 20, 27, 20, 30, 
dont il faut maintenant supprimer les cubes et les cin- 


quièmes puissances. Chaque nombre déjà supprimé (2) 
satisfait à la congruence 


xlÿ=1 (mod.3r); 


donc sa puissance troisième et sa puissance cinquième y 
satisfont aussi, et, par conséquent, font partie des nom- 
bres déjà supprimés. D’après cela, les nombres de la 


suite (3) qu'il reste à rejeter sont des résidus de puis- 


sances troisième et cinquième de ces mêmes nombres (3). 
Pour avoir les résidus des cubes de la suite (3), il suffit 
de multiplier les premières puissances par les résidus 
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quadratiques que la suite (2) fait connaître et qui sont 
9: 6, 28, 20,14, "8,10, 7, 19, 2) 109,029 0 PRES 


on aura ainsi les résidus cubiques suivants : 


27, 30, 308, 240, 182, 120, 170, 147, 418, 46, 432, 650, 432, 116, 30, 


(4) 


dont les résidus minima sont 
27, 30, 29, 23, 27, 27, 15, 23, 15, 15, 20 00 20 UE 


[n’y en a que cinqde différents, comme nous le savions 
d'avance ; ce sont 


(5) 19, 29,127,020; d0: 


et en Ôtant ces nombres de la suite /?\_il ne restera plus 
que les dix suivants : 


(6) | 3, 0, NIT, 12,219 10 007002 TE 


dont il n’y a plus à rejeter que ceux qui sont des cin- 
quièmes puissances. Chacun des nombres déjà exclus 
satisfait à l’une des congruences 


xl5=1 (mod, 31), x=1r (mod. 31). 


Ilen est donc de même de sa cinquième puissance, qui, 
par conséquent, fait partie des nombres exclus: un 
nombre de la suite (6) ne peut donc être la cinquième 
puissance que d’un nombre de la même suite. Pour avoir 
les résidus des cinquièmes puissances des nombres (6), 
il suffit de multiplier les résidus cubiques déjà formés par 
les résidus quadratiques correspondants, et de prendre les 
résidus minima des produits. Les résidus cubiques sont 


271, 30; 20, 123,275 010,020; 10, 20 
les quadratiques 


0:.9;028, 20, 016581007;t 10, ON 


4 pe 
ne 2 
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les produits sont 
243, 150, 812, 460, 378, 150, 261, 285, 522, 700, 
et l’on trouve pour résidus des cinquièmes puissances 
20, 26, 0, 26, 6, 26, 6, 6, 26, 6. 


Il n’y a ainsi, dans la suite (6), que deux cinquièmes 
puissances, comme nous le savions déjà, savoir : 


6, 26; 


en supprimant ces deux nombres, il ne restera plus que 
les huit racines primitives de 31, savoir: 


DR I2 0 7; 2, 22, (2/ 


313. La recherche des racines primitives ne peut guère 
s'effectuer que par tâtonnements; le procédé que nous 
venons d'indiquer est presque impraticable dès que le mo- 
dule est un peu considérable ; aussi croyons-nous utile de 
faire connaître une autre méthode due à Gauss, et par 
laquelle on peut obtenir assez facilement une racine pri- 
mitive ; les autres racines primitives pourront être déter- 
minées ensuite, comme nous l'avons indiqué précédem- 
ment (n° 306). 

On prendra arbitrairement un nombre a dans la suite 
2,3, .….,(p—1), 2 par exemple, et l’on déterminera sa 
période, c’est-à-dire la période des restes fournis par les 
puissances 


es : 
Dal alert 


Si cette période à p— 1 termes, a sera une racine primi- 
tive; mais, si la période a moins de p—1 termes, on 
prendra un autre point b qui ne soit pas compris parmi 
les restes de la suite (1), et l’on cherchera de même la pé- 
riode de b. Si cette période de & a p—1 termes, b sera 
racine primitive; mais supposons qu'il n’en soit pas 


Rs 


es) res PH PRE RE NE NE 2 PORN NES 
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ainsi. Désignons par » l’exposant auquel a appartient, et 
par m celui auquel appartient b ; comme les restes de la 
suite (1) comprennent tous les rombres qui appartiennent 
à l’exposant , et, pour la même raison, ceux qui appar- 
tiennent à un exposant sous-multiple de», le nombre 72 
ne sera pas un diviseur de 7. Mais il peut être un mul- 
tiple de 7, et, quand ce cas se présente, la connaissance 
de baura avancé la solution de la question, car ce nombre 
appartient à un exposant plus élevé que celui auquel a se 
rapporte. Supposons que 77 ne soit égal ni à p—1 ni à 
un muluple de x; désignons par sle plus petit commun 
multiple de x et m,etdécomposons ce nombre s en deux 
facteurs premiers entre eux 7, m', qui divisent respec- 
tivement les nombres 7 et m. Voici comment cette dé- 
composition peut être effectuée : on décomposera les nom- 
bres n et en leurs facteurs premiers; soit c l’un de ces 
facteurs premiers destiné à entrer dans s avec l Sn ce y. 
Si c'est diviseur de z seul, on fera figurer c' dans »; si 
c'est diviseur de m2 seul, on introduira au cotes c' 
dans »/; enfin, si c' est diviseur commun de m"»n et de #, 
on introduira c' à volonté, soit dans m', soit dans 7; on 
agira de même à l’égard des autres facteurs premiers des. 
On aura ainsi s — n'm', avec n=n'e, m=mf,e et f 
étant des entiers. Cela posé, je dis que lenombre a appar- 
tient à l’exposant /, relativement au diviseur p; en effet, 
la puissance n°" de at est a”, et elle donne en consé- 
quence le reste 1; il n’y a pas d’ailleurs d’exposant y in- 
férieur à n’ tel que (a°)' ou a*° donne le reste 1, puisque 
ve est inférieur à 7 et que a appartient à l’exposant ». 
On ferait voir de même que bf appartient à l'exposant »#?, 
et il en résulte (n°507) que le produit a°. bf ou ie résidu 
de ce produit appartient à l’exposant n'n=s. 

La méthode que nous venons d'exposer conduit, dans 
tous les cas, à un nombre qui appartient à un exposant 


“Hd L LT 
MAR NS 
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plus élevé que celui auquel appartient le nombre a duquel 
on est parti, En poursuivant la même marche, on arri- 
vera donc certainement à un nombre appartenant à l’ex- 
posant p—1; ce nombre sera une racine primitive de p. 
Mais, dans la plupart des cas, il se présente des circon- 
stances particulières qui permettent de simplifier l’appli- 
cation de la méthode. 


314. Premier ExEMPLE. — On demande une racine 
primitive du nombre premier Ti. 


Prenons le nombre 2 et cherchons sa période. A cet 
effet, on formera la série des puissances de 2; chacune 
d’elles s'obtient en multipliant la puissance précédente 
par 2; mais, avant de faire cette multiplication, il faut 
avoir soin de retrancher 71 de la puissance qui sert de 
multiplicande, lorsque celle-ci est supérieure à 91. On 
trouve que la période de 2 a 35 termes qui sont 


DO IU 1020/1407; 

HD M0 210 00010 MTL 

(x) RHRNO D E2221 10,20, 
202207 0019/4100; 130; D, 

A0 20,40, 0,010, 00,11: 


Le nombre 2 n’est donc pas racine primitive de 71, etil 
appartient à l’exposant 35 ; mais il est facile de voir que 
le complément de 2 à 71, c’est-à-dire 69, est racine pri- 
mitive. En effet, de l'identité 

69 = 71 — 2, 
on tire 
69°? = 2? 


ARE (mod. 71), 


d’où il résulte que la suite des restes fournis par les puis- 
sances de 69 pourra se déduire de la suite des restes des 
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puissances de 2; il suffira effectivement de remplacer, 
dans cette dernière suite, les restes de rang impair par 
leurs compléments à 71, sans rien changer aux restes de 
rang pair. Dans la suite des restes fournis par les puis- 
sances de (2) et dont la première période est l’ensemble 
des nombres(r), lereste 1 occupe les rangs 35,70, ...; ce 
reste 1 n'apparaîtra donc qu’au 70° rang, dans la pé- 
riode de 69, et en conséquence 69 est racine primitive. 
Formons la période de 69 en suivant la marche que nous 
venons d'indiquer, c’est-à-dire en prenant deux fois la 
période (1) du nombre 2 et en remplaçant les termes de 
rang impair par leurs compléments à 71, on trouvera: 


69, 4, 63, 16, 39, 64, 14, 
43,,56; 80,007 AO UT 
34,:13,405, 1192/0019 018410, 
50, :42/:68200, 4190/9500, 
Gr, 20, 51,29, 03, 90/0, 
(2) 2, 67, 8, 55, 3, 7, 57, 
20; 15,41,*00,129, 00270410 
37, 09, #0,100, 20120127 
214 20/10, 410, 1027200 
10, 515 40; 62,110, 35000 


et ceux des nombres du tableau (2) dont les rangs sont 
marqués par des nombres premiers à 70 seront les racines 
primitives de 71. Les 24 racines primitives de 91, dans 
l'ordre où elles se présententcommerestes de puissances 
de 69, sont ainsi 


69,:63,:56, 711, 211 09 40m 
93,101, 91, 03-007 009: ETES 
22,408,100:821/218/509,:02, F0 


la plus petite de ces racines primitives est 7. 
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315. Seconp EXEMPLE. — On demande une racine 
primitive du nombre premier 73. 


On formera, comme précédemment, la période du 
nombre 2; on trouve ici que cette période n’a que 9 ter- 
mes et qu'elle se compose des nombres 


DR DIO0 32047 50/2878: 


le nombre 2 appartient donc à l’exposant 9, relativement 
à 73. Comme 3 ne fait pas partie de la suite précédente, 
nous formerons de même la période de 3; celle-ci se 
compose des 12 termes suivants : 


SA 2700 0/41 /T, 
70; 64, 46, 65, 49; 1; 


en sorte que 3 appartient à l’exposant 12. Le plus petit 
multiple commun des nombres 9 et 12 étant 36, la mé- 
thode du n° 507 fera connaître un nombre appartenant à 
l'exposant 36. Cet exposant 36 est le produit des facteurs 
9 et 4 qui sont premiers entre eux et qui divisent respec- 
tivement 9 et 12; les quotients de ces divisions sont 1 
et 3; par conséquent le nombre 2 X 3? ou 54 appartient 
à l’exposant 36. Formons la période de 54, on trouve les 
36 termes suivants : ; 


0 013; 410; 2161/1260) 40,1037:n227; 
PS0 20, 107: 10610 02/4, 065; 50;" (72, 
MR 70007; 12,04, 20) 36,1146, 

D 71 00,10, 92, 0140, 018, 2350.17, 


qu’on obtient très-facilement en remarquant qu’un terme 
quelconque se forme en multipliant par 3 celui qui le 
précède de 3 rangs et en prenant le résidu du produit 
obtenu, relativement à 73; cela résulte de ce que 3 est le 
cube de 54 diminué d’un multiple de 73. Maintenant le 
nombre 5 ne fait pas partie du tableau précédent, mais 
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son carré 5? ou 25 s’y trouve et il y occupe un rang mar- 
qué par le nombre 25 qui est premier à 72. Il résulte de 
là que 5? appartient à l’exposant 36; l’exposant auquel 5 
appartient est donc égal à 36 X 2 ou à 72; en d’autres 
termes, 5 est une racine primitive de 93. 


316. Nous donnons ici une Table dans laquelle on 
trouve la plus petite racine primitive pour chacun des 
nombres premiers inférieurs à 100. 


Nombres premiers. 


Racines primitives.| 2 





Nombres premiers.| 43 | 49 | 53 | 59 | 67 


Racines primitives.| 3] 5| 2| 2 





Et à cette occasion nous présenterons les remarques 
suivantes : 

1° Sipest de la forme 4k +1 et que a soit racine pri- 
mitive, — a est aussi racine primitive. 

2° Si pest de la forme 4k+3, « et — a ne peuvent 
être en même temps racines primitives. 

En effet, tout nombre qui n’est pas racine primitive, par 
rapport à p, satisfait à une congruence telle que 


p—1 
z =: (mod.p}), 


0 étant un diviseur premier de P —1. Lorsque 


p=4k+i, 





est un nombre pair, et les racines de 


la précédente congruence sont, deux à deux, égales etde 


signes contraires, ou complémentaires au module. En 


» 
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second lieu, lorsque p=—4k+3, si a satisfait à la con- 
p— 
gruence æ * —=—+1 (mod. p}), le nombre —a satisfait 
p—1 
àx * =Z1 (mod. p); donc l’un au moins des nombres 
a et —a n’est pas racine primitive. 


Des racines primitives dans le cas où le module est égal ; 
\ 


à une puissance d’un nombre premier impair, ou 
égal au double d'une telle puissance. 


317. THéorëme I. — Si p est un nombre premier im- 
pair, et quég soit une racine primitive pour le module p', 
g ou son résidu minimum, relativement à p, sera eégale- 
ment r'acine primitive pour le module p. 


En effet, désignons par n l’exposant auquel appar- 
tient g, relativement à p, on aura 


g"=—=1 (mod.p), 

ou 
EL + ÀP, 
k étant unentier. En élevant cette égalité à la puis- 
sance p, 1l vient 
P—1 
LÉ Pete 28 Ps ie 

I 1.2 
dansle second membre de cette formule, tous les termes, 
à l'exception du premier, sont divisibles par p?; on a donc 


g= 1: + kp, 


k, étant un nombre entier. On trouvera de même, par 
des élévations successives à la puissance p, 


TD A0 


—=1i+/, La 
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k:, .…., k_, étant des entiers. La dernière de ces éga- 
lités peut être mise sous la forme 


gr (mod. p'), 
et elle montre que g ne peut être racine primitive, pour 
le module p’, que si n—p—1, et, dans ce cas, g est 
racine primitive de p. 


318. THéorëmE II. — Une racine primitive g du mo- 
dule premier impair p est racine primitive pour le mo- 


y < Phie NL 
dule p', v étant 1, lorsque 


n'est pas divisible 
par p. Au contraire, g n’est pas racine primitive pour le 


RO 
module p', quand ee est divisible par p. 


En effet, désignons par t l’exposant auquel g appar- 
tient relativement au module p’; on aura 


g'=1 (mod.p’) 


et par conséquent 
gt'=1 (mod.p) 


Comme g est, par hypothèse, racine primitive de p, la 
congruence précédente exige que £ soit un multiple de 
p—1; d’ailleurs t est un diviseur de 
pr") =? (p— 1); 
donc on a 
Le és — 1) 
HUE ; 
À étant un nombre inférieur ou égal à v—1. 
Cela posé, désignons par £ l’exposant de la plus haute 
puissance de p qui divise g?-1— 1, on aura 


DRE EAF DE 


k étant un entier non divisible par p; on a ensuite, 
comme au numéro précédent, par des élévations succes- 


Pi {art 1) + 
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sives à la puissance p, et en remarquant quezne peut 
être nul, 
gP'(P—i) —1+4 p'*, 
2 8/"e on». 0 CMONC LIN AN ] 


gP'(p—1) — [ + kAp', 


Ki, Ko, .., k) étant des entiers non divisibles par p. 
On voit, par ces formules, que la plus petite des va- 
leurs de À telles, que l’on ait 


gr (=) 1 (mod.p'), 


cst 
À = 1 — 5. 
Donc on a 
VENT 
Sel et 
X<Tu— 7 


sitest >1. 

Dans le premier cas, g appartient à l’exposant o(p°), 
relativement à p’; en d’autres termes, g est une racine 
primitive. Dans le second cas, g appartient à un expo- 
sant inférieur à @(p’),etiln’est pas en conséquenceracine 
primitive. 


319. Tuéorime IIL. — 4 chaque racine primitive 
pour le nombre premier p correspondent p*?(p—1) 
racines primitives pour le module p". 

Soit 4 une racine primitive de p, prise entre zéro et 
p— 1, l'expression des racines primitives congrues à a 
sera 


g— a + bp, 


k étant un entier quelconque ; on tire de là 





p—1 (PP 2) 


al? kp + 1.2 aps pi HN 


CA 


PAR Aer be, et TOUS de ER SL LP A CENT, DE ER à AT LS LORS APR ES ES Fi CSN A .{ 
; : æ : s 1 # # FR Ô F 7 ss * à CR Le, : 

/ £ 1 " £ SNS ETES FE : À À ui Fe TBs 0 PARC ; Ac. 3 Et NS 4 
2 ES » ER de as Ne D' STÈRE 


#4 
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Supposons d’abord que aP-t—1 ne soit pas divisible 
par p?; gP-!— 1 sera divisible ou non divisible par p?, 
suivant que 

ali — ] 


Bi NT ar? À 
> (p—1) 


ou 
aP— a 


EUR 





sera divisible ou non divisible par p. Si donc on désigne 


PR 0 . up — « \ 
par « le résidu minimum de ——— par rapport à p, 
P 


et que l’on fasse 
k£ = a + À, 


h étant un nombre non divisible par p, tous les nombres 
g compris dans la formule 


(1) g—=a+{(xa+h)p 


seront, d’après le théorème IT, des racines primitives 
pour le module p”. 

Supposons en second lieu que aP71—1 soit divisible 
par p?; dans ce cas, gP-!— 1 ne sera divisible par p? que 
si À est divisible par p : d’où il résulte que la formule 


(2) g—=a + hp, 


où À désigne un nombre non divisible par p, ne donnera 
que des racines primitives de p”. 

Si l’on ne veut avoir que les valeurs de g distinctes 
suivant le module p', on ne devra donner à À dans les 
formules (1) et (2) que g(p"t)= p"?(p—a) valeurs dif- 
férentes, et 1l en résultera un pareil nombre de racines 
primitives pour le module p”. 


Remarque. — Comme a est racine primitive de p, le 


pi ‘cu 
nombre aP=-l— 1 — C É cr ee + à ne peut être 


Lo. à A 
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divisible par p? que si l’on a 


CorozLaire. — Le nombre des racines primitives, pour 


le module p’, est égal à @[ p""(p —1)] ou à vw(p"). 


En effet, d’après le théorème I, chaque racine primi- 
tive de p’ est racine primitive de p; d’ailleurs, d’après le 
précédent théorème, chacune des @(p — 1) racines pri- 
mitives de p donne @{p") racines primitives de p’. Le 
nombre total de ces dernières est donc 


p(p*t)g(p —1)=+p{p" "(pp —1)] = y? (p). 


320. Taéorème IV. — Le nombre premier p étant 
impair, toute racine primitive impaire de p' est en méme 
temps racine primitive pour le module 2 p'; et récipro- 
quement, toute racine primitive de 2p" est racine pri- 
mitive pour le module p”. 


Soit g un nombre impair non divisible par p, et dési- 
gnons par 7, #/ les exposants auxquels g appartient rela- 
tivement aux modules respectifs p', 2p'; on aura 


(1) g"=1 (mod. p'), g*”=—=1 (mod. 2p'). 
La seconde de ces congruences donne 
(2) g"=1 (mod.p') 


et, par conséquent, 7’ est un multiple de 7. En outre, 
g étant impair, on a g#=—1 (mod. 2); par conséquent, la 
première des congruences (1) donne aussi 


g*=1 (mod. 2p'), 


d’où il suit que 7 est un multiple de #’.Onadoncr=—#»’, 
S..— Alg. sup., AL 6 
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et le nombre g appartient au même exposant suivant les 
modules p', 2p”. 
Enfin, comme on a 


p(2P°)=+(r")=p""{p— 1), 
si le nombre g est racine primitive pour l’un des mo- 
dules, il l’est aussi pour l’autre. 


COROLLAIRE. — Il y a autant de racines primitives 
pour le module 2p* que pour le module p'. 


En effet, si l’on prend les racines primitives impaires 
de p' et qu’on leur adjoigne les racines primitives paires 
augmentées chacune de p”, on obtiendra ®®{(p) racines 
primitives de 2p”. 


321. Exempze. — Considérons le cas de p = 9. Les 
racines primitives de 7 sont 3 et; ona 
3— 27, 520 270 mod. A0 


donc 3 et à sont racines primitives pour les modules 7 
et 2 X 7", quel que soit l’exposant v. 

Supposons y— 2, et considérons d’abord le cas du 
module 49. Comme on a 


ER 5 —5 





—11160=2 (mod.7), 


le nombre désigné par « au n° 319 a respectivement les 
valeurs 4 et 2. Les racines primitives de 49 seront donc 
données par les formules 


g—=3+7(2+4)s=S +7 (re) 


où À est premier avec 7; en donnant à cette indéter- 
minée les valeurs 


— 4, —3, — 2, —1, +1, +2 





e) 


Qu 
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dans la première formule, et les valeurs 
— 2, —1, +1, +2, +3, +4 


dans la seconde, on obtient les deux séries suivantes, 
composées chacune de six racines : 


DPAIO I T,22//020 040, 
DRRLZ 20 230 HO ANT, 
ou | 
9: st 5 DEN Dee Gus se 
SEE se TU D ARE 35, 
Quant au module 2 X 49 ou 98, ses douze racines pri- 
mitives seront 


Bt 10100713, 07, 
003,247,-017070:,00: 


De la congruence xt—1=0 (mod. M), dans le cas 
où M est égal à une puissance d'un nombre premier 
impair ou égal au double d’une telle puissance. 


9322. Le nombre p étant premier et impair, soit a une 
racine de la congruence 
(1) xt—1=0 (mod.p' ou 2p°), 
on aura, à la fois, 
Pt a PS D mod. pou 2p). 


Si donc 8 désigne l’exposant auquel appartient a, relati- 
vement au module M — p' ou — 2p', le nombre 6 sera 
un diviseur commun des nombres 


4, p1(p—1); 
par suite 1l divisera le plus grand commun diviseur » de 
ces mêmes nombres. D’après cela, comme on a 


() 


&—=1 (mod.p' ou 2p'), 


[a] 7 Li 
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on aura aussi 


a"=1  (mod.p' ou 2p'), 


ce qui montre que toutes les racines de la congruence 
proposée appartiennent aussi à la suivante : 


(2) xt —1=0o (mod.p' ou 2p'}, 


dont le degré 7 est un diviseur de p'(p—1). 
Lorsque # est égal à p"!(p—1), la congruence (2) 
devient 


(3) xPT(P-1) — 120 (mod.p* ou 2p°), 


et nous savons qu'elle a pour racines les p"(p—1) 
nombres premiers au module et non supérieurs à ce mo- 
dule; en outre, parmi ces racines, il y en aq[p""(p—1)] 
de primitives, et nous avons fait connaître un procédé 
pour les obtenir. Si a désigne une de ces rañï**s primi- 
tives, les résidus minima des puissances 


seront précisément les racines de la congruence (3). 


= 


v— 1 
) 1 '@ ANNE RARE 


Supposons que 72 soit un diviseur quelconque de 
p'"(p—1); posons 


p'(p —1) = 20, 


et considérons un terme quelconque a”: de la suite (4). 
Pour que l’on ait 


(a Le == Jo ou 4" (mod. 12 ou D D 


il faut et il suffit que mn soit divisible par 20, c'est-à- 


dire que m soit un multiple de8.Donc la congruence (2) 
a précisément n racines qui sont les résidus des puis- 








AL EU 
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sances 


(5) FRET A RENE 7 


suivant le module p” ou 2 pi: On a ainsi ce théorème : 


TaéorimMe Î. — £a congruence xt —1=0 (mod. p" 
ou 2p') a autant de racines qu'il y a d'unités dans le 
plus grand commun diviseur des nombrestet p"(p—1). 


Ensuite soit a” un quelconque destermes de la suite (5). 
Pour que l’on ait 


(ati où ar (mod.p où 27), 


1] faut et 1l suffit que Aï@ soit divisible par 20, ou At par n. 
S1 1 est premier à 7, cette condition équivaut à celle de 
la divisibilité de X par 2; dans ce cas, a” appartient évi- 
demment à l’exposant nr. Mais, sis et» ont un plus grand 
commun diviseur d supérieur à 1, on aura 


n i\n0 
(ai }d — (ui) ST (mod. p” ou 2p"), 


. ; - n : 
et a appartiendra à l’exposant On conclut de là cette 
C 
autre proposition ! 


Taéorëème Il. — La congruence x*=1 (mod. p° ou 
2p'), dont le degré n est un diviseur de p'{(p —41), 
a autant de racines primitives, c'est-à-dire de racines 
qui appartiennent à l'exposant nr, qu'il y a d'unités 
dans le nombre g(n) des nombres premiers et non supé- 
rieurs à n. 


Du module 2”. 
323. On a vu, au n° 305, que si vest > 2, la puis- 


sance de degré 2°? d’un nombre impair quelconque est 
congrue à l’unité, suivant le module 2’. Le seul cas de 
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y = 2 fait exception; il y a effectivement, pour le mo- 
dule 4, une racine primitive égale à 3, ainsi que nous 
l'avons déjà dit. 

Supposons donc v >> 2; alors l’exposant auquel appar- 
tient, relativement au module 2, un nombre impair 
quelconque, est une puissance de 2 dont le degré est égal 
ou inférieur à y — ». 

Le nombre r est le seul qui appartienne à l’exposant 1; 
occupons-nous des nombres impairs supérieurs à 1. Cha- 
cun d’eux peut être représenté par la formule 


(1) A DTA REEITS 


où k désigne un nombre impair etiun exposant qui peut 
être nul. Par des élévations successives au carré, on dé- 
duit de cette formule 


(2) a ait}, +, 


D :9,9/ 0590 1e" ss 72m atepr ets 


ô 14 
at — ot ps y, 


Ki, ko, ..., ks étant des nombres impairs. 
Supposons que 29 soit l’exposant auquel appartient le 
nombre a; on aura 


i+2+0— où >> v; 


l'inégalité ne peut avoir lieu si d est © r, car autrement 


S—1 . 37 k 
a? —1 serait divisible par 2”, d’après les formules (2), 
et l’exposant auquel a appartient serait inférieur à 2ÿ, On 


a donc 
Ê+—2—v--0, 


et la formule (1) devient 


(3) a = 2" $x—rx, 
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Es 


On peut donner à k les 2°! valeurs 


T, 3, J, ,,.) (art), 


et, à cause du signe ambigu +, il en résultera, pour a, 
deux séries composées chacune de 2°—! valeurs; on con- 
clut de là cette proposition : 


Tréonème. — Si 0 designe l’un des nombres 2, 3, 
4,...,(v—2),ily a 2 


l’exposant 2 suivant le module 2”. 


nombres qui appartiennent à 


S1 le nombre a déjà considéré appartient à l’exposant», 
la première des formules (2) nous donne 


i+3— où >v, i+2— où —>œv—1I; 


mais, si l’on prend i + 2 — y, comme «a est supposé 
moindre que le module 2”, il faut faire k = 1 dans la for- 


mule (1) et remplacer le signe ambigu Æ par —;ilya 
donc trois nombres qui appartiennent à l’exposant 2, 
savoir : 

(4) D Non ENS 08 VA LT, Te 


Les nombres qui appartiennent à l’exposant v— 2, le 
plus élevé dans le cas qui nous occupe, s’obtiennent en 
faisant d — y — 2 dans la formule (3), et si l’on rem- 
place, en même temps, Æ par 24 + r, on obtient les deux 


formules 
DATE la 8), 


qui donnent tous les nombres appartenant à l’expo- 
sant 2’? Cela suppose cependant que y soit supérieur 
à 3; car, dans le cas de y —3, les nombres qui appar- 
tiennent à l’exposant 2 sont, d’après les formules (4), 


Dr 007: 


Laissant ce cas de côté et supposant v >3, désignons 


à vf ” e "1 ?” #4 en LL: dut nn À Y NE - DA e AA Te top... © 3 Pel CR RL, 
\ NS NT Êe s : % Er SNL NAS Né ke À + + 
/ V 5 ù L' . 
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par b un nombre quelconque de la forme 8k+3 et parc 

un nombre quelconque de la forme 84 + 5. Chacune des 

deux suites - 
DER ES bts 


y—=2 
c? 


? 


*…., 


donnera 2°? résidus distincts, puisque b et c appar- 
tiennent à l’exposant 2"; en outre, les puissances 
impaires de b et de c sont respectivement des formes 
8k+3,8k+5, tandis que les puissances paires de l’un 
et de l’autre nombre sont de la forme 84 +1; il y a 
d’ailleurs 2** nombres de chacune des formes 


8k +1, 8k +3, 84+5, 84+7 


entre les limites 1 et 2'— 1. Donc la série des puissances 
de 4 donnera tous les nombres 8k + 3 avec les nombres 
8k +1; pareillement, on retrouvera les nombres 84 +1 
dans la série des puissances de c, avec les nombres 84 +5. 
Maintenant, si l’on change les signes des nombres 
8k +1 et 8k +5 ou qu'on prenne leurs compléments au 
module 2”, il est évident qu’on obtiendra tous lesnombres 
8k+ 7 et 8k +3; on a donc la proposition suivante : 


Taéorëme. — Si l’on choisit un nombre quelconque 
de la forme 8k +3 ou 8k +5, qu'on prenne les résidus 
de ses 2"? premières puissances par rapport au mo- 
dule 2", et qu'on joigne à ces résidus leurs compléments 
au module, on obtiendra la suite de tous les nombres 
tmpairs inférieurs au module. 


De la congruence xt—1=0 (mod. a 


324. Considérons la congruence 


(1) zt— 1=0 (mod. 2"), 
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y étant > 2. Chacune de ses racines a est telle que l’on a 


HT dr demi {mod. 22) 
l’exposant auquel a appartient divise donc les nombres 
et 2", ainsi que leur plus grand commun diviseur ; nous 


ÿ 


désignerons par 2° ce plus grand commun diviseur, et 


alors & sera racine de la congruence 
99 Een y 
(2) x? —1=0 (mod.2); 


réciproquement la proposée adinettra toutes les racines 
de la congruence (2).1l est évident que celles-ci ne sont 
autre chose que les nombres qui appartiennent à l’un des 


exposants 


RU AE LME 


Si t est un nombre impair, on a 0 — 0 et les con- 
gruences (1) et (2) n’admettent pas d’autre racine que 1. 
Supposons 9 ->0; nous avons vu que, simest >1, il y 
a 2* nombres qui appartiennent à l’exposant 2*, et qu'il 
y a 3 nombres appartenant à l’exposant 2; le nombre des 
racines de la congruence (2) est donc 


F-hiiratthos due 08 


ou 2°+1, On a ainsi cette proposition ! 


Taéonkme. — S1 t est un nombre pair, le nombre des 
racines de la congruence xt—1=0 (mod. 2”) est égal 
au double du plus grand commun diviseur des nombres t 
et 2”, 

Ces racines formeront deux périodes; car désignons 
par c un nombre appartenant à l’exposant 2", et posons 


DY— 2—0 


dc (mod. 2"), 


il est évident, d’après les développements qui précèdent, 
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que les racines des congruences (1) et (2) pourront être 
représentées par 


De la congruence x'=1, dans le cas d’un module 
quelconque. 


320. La congruence 
(1) zt'—1=0 (mod.M) 


dans le cas d’un module composé quelconque, se ramène 
facilement aux cas que nous venons de considérer. 
Soit, en effet, 
ME PINCE 
Pr 4, ... étant des nombres premiers inégaux. Il est 
évident que toute racine de la congruence proposée doit 
satisfaire à la même congruence 


(2) MR 0: 


suivant chacun des modules p', g#, r},.... Réciproque- 
ment, si a, b,c.... désignent des racines de la précédente 
congruence suivant les modules respectifs p', g+, r°, ..…, 
et que l’on détermine le nombre x de manière que l’on 
ait 


æ=a  (mod.p) 
æ—=b (mod.q), 
æ==c (mod. 


? 


ve, 0/2 se Nm etre sr 00 


ce nombre x satisfera à la congruence (2) suivant chacun 
des modules p’, g*, r”,..., et, par conséquent, il satis- 
fera aussi à la même congruence prise suivant le mo- 


dule M. 
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D'après cela, la recherche des racines de la congruence 
proposée est ramenée à la résolution de congruences dont 
le module est une puissance d’un nombre premier et au 
problème dont nous avons donné la solution au n° 290, 


Des indices. 


326. L'existence des racines primitives, pour un mo- 
dule M égal à une puissance d’un nombre premier im- 
pair ou égal au double d’une telle puissance, entraîne 
des conséquences très-Importantes que nous devons pré- 
senter 1CI. 

Soit a l’une quelconque des racines primitives ; les 
puissances de a donneront tous les nombres premiers au 
module. S1 donc N désigne l’un quelconque de ces nom- 
bres, on aura, pour certaines valeurs de n, 


at=N (mod. M). 


Chacun des nombres 7 ainsi déterminés prend le nom 
d'indice du nombre N, et la racine primitive a est dite 
la base des indices. 

Un nombre a une infinité d'indices, mais tous ces in- 
dices sont congrus suivant le module 6(M); on peut donc 
se borner à considérer l'indice minimum qui est l’un des 
nombres 

0, 1, 2, ..., o(M)—1. 
Il est évident que l'indice minimum de l’unité est zéro. 

Si l’on a calculé les indices des nombres N premiers 
à M, au moyen de la base a, et que l’on veuille prendre 
pour base une autre racine primitive 4, on pourra 
obtenir facilement les indices qui se rapportent à cette 
base. Car soit e l'indice de la nouvelle base a’, dans le 
premier système ; on aura 


a'= a (mod. M), 
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et sinet n sont les indices d’un même nombre relatifs 
aux bases respectives a et a, on aura 


a'#=a*  {mod. M), 
ou 
ave=a*  ({mod.M); 
ce qui exige que l’on ait 
(2 
n'e=r où »'=- [mod.o(M)|, 
e 
puisque e est premier avec o(M). 
Par conséquent, les nouveaux indices s’obtiendront en 
divisant les anciens par l'indice de la nouvelle base relatif 
au premier système. 


327. Les propriétés des indices sont analogues à celles 
des logarithmes; elles découlent toutes de la proposition 
suivante : 


Taéorème. — L'indice d'un produit de plusieurs fac- 
teurs, pris suivant le module M, est congru, suivant le 
module ®(M), à la somme des indices des facteurs. 


En effet, soient «, 6, y, ... les indices des nombres A, 
B, C, ..., dans le système dont la base est a. On aura 


a=A, dB, aæ=C, ,.. (mod. M), 
et, en multipliant toutes ces congruences, 1l vient 
a%+6#i+.— ABC... (mod. M), 


ce qui montre que l'indice minimum du produit ABC 
est le résidu de « +6 + y +... relativement à (M). 
On a donc 


ind. (ABC...)=ind. À +ind. B+ind. C+... [mod.+(M)|]. 


Cororzare I. — L'indice d’une puissance d’un nom- 
bre, suivant le module M, est congru, suivant le module 
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(M), au produit du nombre par l'exposant de la 
puissance. 


CorozLaire II. — L'indice du quotient de deux nom- 
dres, suivant le module M, est congru, suivant le mo- 
dule o(M), à l’excès de l'indice du premier nombre 
sur l'indice du second. 

En effet, l'égalité 
À 
— x B—A 

B 
entraine 


ind, - + ind. B==ind. A [mod.+(M)]}, 


2 


ou 


se É ind Le hd Bi modo (M. 


On voit, d’après cela, que si l’on a deux Tables dont 
l’une donne les indices des nombres pour chaque module, 
et dont l’autre fasse connaître les nombres qui répondent 
à des indices donnés, on pourra résoudre facilement les 
congruences du premier degré, puisqu'on peut les ra- 
mener à d’autres dont les modules soient des nombres 
premiers ou des puissances de nombres premiers. 


Usage des indices dans la résolution des congruences 
binômes. 


328. Les racines de la congruence binôme 
(1) xt=A (mod. M) 
peuvent, si l’on veut, être représentées par la formule 
(2) æ=YA (mod. M); 


le module M est, comme précédemment, une puissance 
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d'un nombre premier impair ou le double d’uñe telle 
puissance. 11 s’agit de déterminer les nombres compris 
ainsi dans le symbole A (mod. M). 

La congruence (1) équivaut, d’après ce qui précède, à 
la suivante : 


(3) & ind. ind. A [mod.v(M)}; 


on est donc ramené, si l’on possède une Tabledes indices, 
à la résolution d’une congruence du premier degré. 

Lorsque t est premier avec &(M), la congruence (3) 
donne pour ind. x une valeur unique, et par suite la 
proposée (1) n’a qu’une seule racine. Mais, lorsque t et 
(M) ont un plus grand commun diviseur d supérieur 
à 1, la congruence (3) n’est possible que si ind. A est 
divisible par d, et, dans ce cas, la congruence (1) a d ra- 
cines. 


Supposons, par exemple, À — 1; la proposée devient 
æt=1 (mod. p' ou 2p'), 
et l’on en ure 
ind. ro [mod. pt{(p—1)]. 


Si donc d est le plus grand commun diviseur des 
nombres t et p“—"(p— 1), on aura ces valeurs de ind. x: 


Ars v—1 en v—1 ts y—1 
meP-Nt, ,p=ir, SES 


desquelles on conclura ensuite les d valeurs de x. 


Démonstration d’un théorème de Lagrange. 


329. Nous ne pourrions, sans sortir des limites que 
nous nous sommes fixées, développer ici toutes les con- 
séquences de la théorie qui vient d’être exposée. Mais 





., LÉ 
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nous en ferons cependant deux applications dont la pre- 
mière a pour objet la démonstration d’un théorème im- 
portant de Lagrange. Cette démonstration est fondée sur 
le lemme suivant : 


LemmE. — S: le nombre premier p est supérieur à 5, 

on trouve dans la suite 
I, 2e SA .., (p— 1): 

1° un résidu R suivi d'un résidu; 2° un residu R! suivi 
d'un non-résidu; 3° un non-residu N suivi d’un non- 
résidu; 4° un non-résidu N'suivi d'un residu. 

En effet, soient 5 un non-residuoude la forme1,2, .…, 
(p — 2), et y l'associé de B, c’est-à-dire un non-résidu. 
Je dis que les successions 


FR RC IT Re 


qui ont leur premier terme f et y non-résidu, sont con- 
Juguées. En effet, à cause de 


By=1 (mod. p), 





si B—+1 est non-résidu, y+i1=y;+by=(6+i1)y, 
(mod. p), y +1 sera le produit de deux non-résidus : 1l 
est donc résidu. Si 8 + 1 est résidu, la précédente con- 
gruence exprime que y + 1 est non-résidu. On a donc 


(1) NE==N: 


Il y a lieu de distinguer le cas de p — 4q +1, et celui 
de p = 4q + 3. 

Supposons p= 4q +1 et désignons par a, &,... les 
résidus et par b, b",... les non-résidus. Dans le cas 
que nous examinons et dont la somme égale p, deux 
nombres sont résidus ou non-résidus; on peut donc poser 


p=a+a —=b+ b, 
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Cela étant, chacune des successions entraîne l’autre 
(&, bone as tz un 


Si l’on fait b — a +1, la précédente égalité se réduit à 
a'= b'+ 1; donc 


(2) RIZ NE 


Hd 





En second lieu, comme il y a Le résidus et autant 


< 


de non-résidus et que le dernier terme p —1 de la suite 
est résidu, on a 


PIE 
2 


e | NN — 





9 DE 
R LR 1 





— 1]: 
DA 
Ces dernières équations, jointes aux équations (1) 
et (2), donnent ainsi 


N=N=R=T— hs 
(4) P = 1 
Re — I. 
f 
Supposons p = 4q + 3. Alors deux nombres complé- 
mentaires à p sont l’un résidu, l’autre non-résidu. On 
peut donc poser 








p=a+r b —a' + b'; 
alors chacune des successions 
(8, MEET 0" a) 
entraîne l’autre et l’on a, par conséquent, 
(5) R=N;: 


Ensuite le dernier terme de la suite étant non-résidu, 
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“à pire 
RO Runner Te fe h rs 
2 Sue 
(6) a 2 
FN Be A À 


PA 


Ces dernières équations donnent avec (x) et (5) 


p — 3 





NHEnNEr 


(7) 


Rene — + I. 
4 





Remarque. — Ce lemme subsiste dans le cas de p — 3: 
DA NEN = R—oe R=r:ul'a lieu encore si p — 5": 
onaN—=N'—R'—1:1 et R—o. 

Corozzaire. — S: C désigne un nombre quelconque 
non divisible par p, la proposition précédente subsiste 
quand, à la suite 


(x) En 29cm Dir), 
on substitue la suivante : 
(2) C, 2C, 30, ... (p—:1)C. 


En effet, si C est résidu, deux termes correspondants 
des suites (1) et (2) sont à la fois résidus ou non-rési- 
dus. Au contraire, si C est non-résidu, les résidus de la 
suite (2) correspondent aux non-résidus de la suite (1), 
et inversement. 


390. Taéorëme. — S1 p est un nombre premier supé- 
rieur à D, À, B, C trois entiers positifs ou négatifs non 
divisibles par p, on peut toujours trouver deux entiers t 


J , P 
et u inférieurs à —; tels que 
f à tels q 
AP + Ba +C 


soit divisible par p. 
S. — Alg. sup., 1. 7 
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1° Si B et —C sent tous deux résidus, ou tous deux 
non-résidus quadratiques par rapport à p, on peut 
prendre t — o; en effet, il ne restera plus alors qu’à sa- 
tisfaire à la congruence 


Bu#?+C=0o (mod.p), ou B#?+{C+)p)=o (mod.p) 


Aétantunentier quelconque. Si l’on détermine cet entier 
de manière que l’on ait 


C + }p 


4 étant un entier, notre congruence deviendra 
u=p (mod.p), 


et il sera possible d'y satisfaire, car, Bet — C étant l’un 
et l’autre résidus ou non résidus, g est nécessairement 
résidu. 

Pareillement, si À et — C sont tous deux résidus ou 
tous deux non-résidus, on pourra satisfaire à la condi- 
tion énoncée, en prenant u — 0, quel que soit le nombre 
premier p. 

2° Sipest > 5, on peut toujours satisfaire à la con- 
gruence 

AË+Bu+C—=o (mod.p), 
en prenant pour t et u des valeurs positives inférieures à 
=. En effet, soient « et 6 deux nombres qui soient res- 


pectivement de même espèce que + À et —B; je dis 
que deux nombres sont de même espèce quand ils sont 
l’un et l’autre résidus ou non-résidus. D’après le lemme 
qui précède, je puis choisir les nombres & et 6 de ma- 
mière que l’on ait 


6—x—C (mod.p), 
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et si l’on désigne par À et u des nombres entiers tels que 


æa+pl 6<+pu 
ES NT LA 
A — B: 
soient des entiers, ces entiers seront nécessairement ré- 


sidus; on aura donc 


EE D CEERR 6+py 
TAGS = À a ET = 4? (mod. p), 
ou 
G=A®, 6——B4 (mod.p}; 


et comme 6— = C, on aura aussi 
AP+Buw+C—=o (mod.p) 


ce qu'il fallait démontrer. 


Remarque. — D'après ce théorème, la formule 
t’+u?+1 comprend des nombres divisibles par p, 
quand p est =>5. Mais la même chose a lieu encore dans 
le cas de p= 5, pour t — o,u — 2; dans le cas de p —3, 
DUT et dans le cas de p—"2, pour t— 0, 
u—1. D'ailleurs la formule + u?+1 est comprise 
dans cette autre plus générale, P?+Q?+ R2+4 52; d’où 
il résulte que tout nombre premier divise une somme 
de quatre carrés premiers entre eux. 


331. Cette conclusion va nous conduire à une consé- 
quence importante qui se présentera comme corollaire 
de la proposition suivante : 


Taéorime. — 7out nombre qui divise la somme de 
quatre carres premiers entre eux est lui-méme la somme 


de quatre carrés. 
Supposons que p divise 


ARR 002-P:1); 
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et désignons par + a, + b, Hc, + d les résidus mi- 
nima des nombres À, B, C, D, dé manière que a, b, c, d 


: ; à /] te 
soient comnris entre zero et? ; alors P divisera 
2 


QD NC EENEe ee. 
Posons 


(1) a+ b+ ce + = pp'; 
TS " Je 4e 
a, b,c, d'étant moindres que 5° On aura pp << 4 Ps) > OU 


P <p: 


S1 l’on avait p’= 1, p serait la somme de quatre carrés, 
et le théorème serait démontré; supposons donc Pp> Le 
Comme p' divise a? + b?+ c?+ d?, il divisera aussi la 
somme des quatre carrés 


(a— ap }+(b—6p + {(c— yp} + (d— dp'}, 
et si l’on détermine «, 6, y, 9 de manière que chacun 


12 
À : : D AS 
de ces carrés soit: moindre que bc on pourra écrire 


4 
(2) (a— ap} +(b —6p} +(c— pr} +(d—0dp}=p'p", 
avec 
p <P'. 

Multipliant ensemble les équations (1) et (2), et faisant 
usage de la formule établie au n° 245, il vient 
(ad — by + cé — da} p'?+ (ay + bd — ca — d6}p'? 

+ (46 — bu — cd + dy}p'? | 

He +++ BP (aux+b6+cy + dd) p'P=pp"?p"; 
divisant par p'?, et ayant égard à l’équation (1), on à 
(ad ser by + c6 — du)? + (ay ho 'ca— dé}? 

+ (a6— bu —. cd + dy} +{(p — au — b6—cy— dd) =pp", 
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ou, pour abréger, 
(3) a+ b?+c?+ d?—= pp". 


Cette équation (3) a la même forme que (1), seule- 
ment p/ est € p/. Si l'on a p'=— 1, l'équation (3) montre 
que p est la somme de quatre carrés, et le théorème est 
démontré. Sinon, en opérant sur l'équation (3) comme 
nous avons fait sur l’équation (1), on obtiendra une 
nouvelle équation de la forme 


a"? + b"2 ax c'2+ d'2— pp", 


où l’on aura 
p” LPS 


L 


et l’on peut continuer de cette manière jusqu’à ce qu’on 
obtienne une équation de la forme | 


a(n)2 + p(n)2 LE C(R)2 LE (nr)? = D) 
ce qui arrivera nécessairement, puisque les nombres 


/ ” 77 À 
PP; P ; P 9 


sont des entiers qui vont en décroissant; d’où il suit 
enfin que le nombre p est la somme de quatre carrés. 


CoroLLAIRE. — Z'out nombre entier est la somme de 
quatre ou d’un moindre nombre de carres. 


En effet, tout nombre premier (n° 330) divise la somme 
de quatre carrés premiers entre eux ; il est donc lui-même 
la somme de quatre ou d’un moindre nombre de carrés. 

En second lieu, un nombre entier quelconque est le 
produit de plusieurs facteurs premiers; chacun de ces 
facteurs est la somme de quatre carrés: donc leur pro- 
duit (n° 245) est lui-même la somme de quatre carrés. 
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Théorème de Legendre sur la loi de réciprocilé qui 
existe entre deux nombres premiers. 


332. La loi ‘de réciprocité découverte par Legendre 
consiste dans le théorème suivant : 


Taéorëme. — Si p et q sont deux nombres premiers 
impairs quelconques, on a 


GE =) 
6-6) 


à moins que pet q ne soient tous deux de la forme 
4k + 3; on a dans ce dernier cas 


= (9 


La démonstration que nous allons présenter est due 


en sorte que 


à Gauss, et elle a été reproduite par Legendre dans le 
tome Il de sa 7 heorie des nombres. Nous établirons 
d’abord le lemme suivant : 


Soient p un nombre premier positif autre que 2, et q 
un entier quelconque non divisible par p; les produits 











Pp —1 
(1) I» 2 Dre. F q 
. 3 . , 
donneront, suivant le module p, P —— resles différents 
$ RP HET sn QU 
compris entre les limites — i— LI 2 HA et si l’on 


désigne par Le: le nombre de ceux de ces restes qui sont 


= 


négatifs, on aura 
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En effet, soient 


(2) di, da, ns 
les À — ee — u restes positifs, et 
(3) — b;, — b, ..., — bd, 


les a restes négatifs. 

IL est évident que l’un des restes ne peut être zéro; de 
plus, deux résidus pris dans l’une des suites (2) ou (3)ne 
peuvent être égaux entre eux; mais je dis, en outre, qu'on 
ne peut avoir a» — b,. Effectivement, soient «gq, 6q les 
multiples de 4 qui ont fourni les restes a, et —b, ; l’éga- 
lité ay» — b, entraînerait 

«q—=—6q où («a+6)qg—=0o (mod.p), 
ce qui est impossible, puisque g n’est pas divisible par p 
et que la somme « + 6 est inférieure à p. Il résulte de 
là que la suite formée des nombres a et b comprend les 
mêmes nombres que la suite 


Hit 
2 


ED RTS 





Les nombres de la suite (1) étant respectivement con- 
grus aux nombres compris dans les suites (2) et (3), le 
produit des uns est congru au produit des autres, et 
l’on a 








Er 
(12.3... ë ) g? —=(—1)a,a... a b,b,...b, (mod. p), 
et en divisant les deux membres respectivement par les 
produits 
Pp—1 
PR NE EME 5 9 AA CT RUE 


qui sont égaux entre eux, comme on vient de le dire, on 
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aura 

AE 

g ? —={—1}" (mod.p), 
ou 


tr (= 


ce qui est le résultat annoncé. 

Maintenant il est aisé de trouver une expression ana- 
lytique du nombre u. Dans ce qui va suivre, nous dési- 
gnerons par E(x) le plus grand entier contenu dans une 
quantité quelconque x, de manière que la différence 
x —E{(x) soit une quantité positive inférieure à 1. Cela 
posé, soient æg et 6gq les produits qui fournissent les 
restes a et — b, on aura 


6 — b 
P P P P P 0 
ou, en multipliant par 2, 


e 6 6 nu 
or (") +2, 2 Ton (ft) ++, 
P P P P P P 








Comme 2a et 2b sont inférieurs à p, on voit que 


e | 
2E (SS) eur E (2) +1 
p P 
sont respectivement les plus grands entiers contenus 


2x q 26 


dans —— et 7e on a donc 


(2) NE (22) 0, 

p P 

s (24) 05 (A) =. 
P \P 


Donnons à «et à 6 toutes les valeurs dont ces nombres 











sont susceptibles ; les formules précédentes fourniront 


ba 1, OR LRO IAE ARS 
VASE AE 
Ur £ Lab, Blu. 

PAR X € : 

d aie 
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À + uw équations distinctes, et, en ajoutant toutes ces 


‘équations, 1l viendra 


CCS 
2e (1) os (2) ef 2). 


Mais, comme on n’a besoin de la valeur de # que pour 
savoir si elle est paire ou impaire, on peut, dans cette 
formule, supprimer tous les termes de la seconde ligne, 
lesquels sont des nombres pairs, et nous écrirons sim- 
plement 





S1 l’on pose 


UE (2t) +0 
P VE 


on aura, en retranchant de 4 chaque membre de cette 
formule, 


CEE te (2 1) + FD 


d’où il résulte que l’on a, quel que soit 7, 


De or) 


. . n 
en ajoutant au second membre le nombre par 2E (7 ; 
Ê 
on obtient cette congruence 


EL de 0m) no 
(6) | 5 |=4 + E 2) {mod. 2). 
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Posons p — 4i+1, et donnons à n les valeurs t, 3, 
L' 
b,..., (21— 1), la congruence (5) deviendra, en faisant 
usage des résultats ainsi obtenus, 


lait) (2) +8 (92) +8 (8) +. : 
4 +# (= 4) (mod. 2). 
D AUD / 


Cette formule (7) a lieu, quel que soit le nombre g, 





pourvu qu'il ne soit pas divisible par p, et cette remarque 
nous sera utile plus loin; si g est impair, y — 1 est un 
nombre pair et la formule (7) se réduit à 


CORPECE 


(mod. 2 ); 


cette valeur de p peut être mise, comme on va le voir, 
sous une autre forme. Nous supposerons, dans ce qui va 
suivre, g << p; alors le premier terme du second membre 





de la formule (8) est zéro, et le dernier terme st 


car on a 
PE AT, STE Pt 
2000 D 2 2p 


Cela posé, soit z un entier donné égal ou inférieur à 
q —— 





I re 
» et désignons par m le nombre des termes de la 


précédente valeur de LL qui sont inférieurs à. Le nombre 


(m +1) 


m+1 étant inférieur à p, l'expression ne 


pourra jamais se réduire à un entier, et l’on aura, en 
conséquence, 


TETE 


termes égaux à 


SECTION III, — CHAPITRE II. 107 


mg (m +1) 
FN : 72, RS Ni" 7, 
PACS P 7 


ou 


Rp 
Sn ET on 


ces inégalités expriment que m est le plus grand entier 


np 
contenu dans LS on a donc 
q 


Mme 6 (Æ . 
d 
Pareillement le second membre de la formule (8) con- 


: TU | D HAS Sr > : 
tiendra E [eee | termes inférieurs à 2+1, Si2+I 
q 


RE AE s 
, c’est-à-dire si l’on a 





n’est pas supérieur NE 





— I 
ne T— . 


Dans cette hypothèse, notre expression de g contiendra 
d’après cela | 


nef fr) 


termes égaux à 7. En outre, le nombre total des termes 


er à | 
» et, comme le nombre de 





de l’expression de x est £ 








x TRUE Ugi- it OUT : 
ceux qui sont inférieurs à ? est E (7 "ia sil y 
2 2 q 


aura, dans y, 
(10) PLAINES Le 2) 
2 D 
q AU " 
2 





S1 l’on multiplie l’expression (9) par 2, qu'on rem- 


1 « 
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place ensuite 2 par chacune des valeurs 


1930 _. 1); 
2 


qu’on ajoute enfin tous les résultats avec le produit de 
(AE ere à 
2 





l'expression (10) par 





* ilest évident qu’on repro- 


duira la valeur de æ. On a donc 

















ou, en réduisant 


FR ER ER, LE (e) + 2(2)+.n( 2) | (mod. 2). 


: É de # | 





La formule (8) s'applique à un nombre premier im- 
pair p et à un nombre impair quelconque g; si donc on 
_ suppose q premier et que l’on fasse 


(2) (E) = 


q 


le nombre y sera donné par la formule (8) en permutant, 
dans celle-c1, les lettres p et 4; on aura ainsi 


V4 


(13) v=E (2) + E (2) +...+E (75e 2) [mod. 2}. 


/ 


/ 


' 
ET 
Lt) ‘ 
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La comparaison des formules (1 1) et (13) donne 
NOT 
p+vy= 1 FA (mod. 2); 


2 2 


d’ailleurs on a, par les formules (4) et (12), 


D-er 
donc 
(4) (2) ES JET (2), 


ce qui est la formule que nous voulions établir. 





: Remarque. — Il faut remarquer que le nombre — 1 
est résidu de tous les nombres premiers 4i +1, et qu'il 
est non-résidu des nombres premiers 4i + 5. 

On a effectivement, par la définition du n° 311, 


or 


cette égalité est d’ailleurs comprise dans notre for- 





mule (8); car, sig ——1, chacun des termes du second 
membre de cette formule se réduit à — 1, et l’on a 
FRS P—1 


B=— = — (mod. 2). 








On conclut de là que la congruence 
x?+i1=o (mod.p) 


est possible ou impossible suivant que p a la forme 41+1 
où la forme 41 + 3. Si le premier cas a lieu, le nombre p 
divise la somme de deux carrés, et il est, par suite, la 
somme de deux carrés, résultat auquel nous a déjà con- 
duit le théorème de Wilson. 
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333. La formule (7) du numéro précédent exige seu- 
lement, comme nous l’avons déjà dit, que g ne soit pas 
divisible par p. Si l’on y suppose 4 — 2, les expressions 


E (2) > ++. qui y figurent se réduiront toutes à zéro; on 


aura donc 


jam: 
= n 





(mod. 2); 


Il 
Il 


PEL 


est un nombre impair, et l’on peut écrire 





d’ailleurs, 


D 


L = fase US (mod. 2). 


S1, en second lieu, on pose g —— 2, les expressions 
\ 
E (2 | :E (22), -.. de la formule (7) se réduiront toutes 


à — 1, et l’on aura 


p=i-i = FA CRPES — __ (mod. 2), 
ou 
= Peter (mod. 2), 


D’après cela on a, pour tout nombre premier impair p, 


(p +1) (p—1) de (p—1) (p—5; 
Cl=er Me 


P P 
formules qui expriment le théorème suivant : 


Tuéorème. — Le nombre + 2 est résidu quadratique 
de tout nombre premier de l’une des formes 8k + 1, 
8k+7;il est non-résidu de tout nombre premier de 
l'une des formes 8k +3, 8k +5. 

Le nombre — 2 est résidu quadratique de tout 
nombre premier de l’une des formes 8k+ 1, 8k +3; 
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il est non-résidu de tout nombre premier de l’une des 


formes 8k + 5, 8k +7. 


334. Il ne sera pas inutile de présenter ici quelques- 
unes des applications du théorème de Legendre. 
Ona, relativementauxnombres premiers3etp—3n +1, 


Ge (a) (5) 


d’ailleurs, relativement au module 3, +1 est résidu et —1 
non-résidu ; si donc on distingue les nombres premiers 





en quatre classes, savoir : 
124 +1, 124495, 12447, 124 +, 


on aura cette proposition : 


Le nombre +3 est résidu quadratique de tous les 
nombres premiers 12k + 1, et 12k + 11, et il est non- 
résidwde tous les nombres premiers 12k +5, 12k+ 7. 

Et, d’après ce qui a été dit au n° 311, on peut ajouter : 

Le nombre — 3 est résidu quadratique de tous les 


nombres premiers 12k +1, 12k + 7, et il est non-re- 
sidu de tous les nombres premiers 12k +5, 12k +1. 


Ces deux propositions ont été démontrées pour la 
première fois, par Euler, dans le tome VIII des Nouveaux 
Commentaires de Saint-Pétersbourg. 

Relativement aux nombres premiers 5 etp,ona 


6) 
CE 


suivant que p est de la forme 57 1 ou de la forme 


mais On a 
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5n +2; si donc on distingue les nombres premiers dans 
les huit classes 


20# +1, 20 À +3, 20 # +7, 20 À +9, 
20 Hit, 204 +13, 204 +17, 204 + 10, 


suivant le reste que donne leur division par 20, on aura 
cette proposition : 


Le nombre + 5. est résidu quadratique de tous les 
nombres premiers de l’une des formes 20k+1, 20k+9, 
20k+ 11, 20k +10, et il est non-résidu de tous les 
nombres premiers de l’une des formes 20 3,20k+7, 
20k +13, 20k + 197. 


Et, conséquemment : 


Le nombre — 5 est résidu quadratique de tous les 
nombres premiers de l'une des formes 20k+1, 20k+3, 
20k +7, 20k +0, et il est non-résidu des nombres 
premiers de l’une des formes 20k+11, 20k+13, 
20k +17, 20K +19. 


2 r 
De la congruence x? —N=0 (mod.p}), p étant 
un nombre premier. 


335. Le théorème de Legendre fournit le moyen de 
reconnaître, par un calcul facile, si la congruence 
x? — N—=o (mod.p) 


est soluble ou non; car la condition ‘de résolubilité est 


Gi 


: ; : : N 
Toutrevient donc à déterminer le signe du symbole Ale 


\ / 


Le nombre N peut toujours être rabaissé au-dessous de p; 


exprimée par l'égalité 








Fe 
2 
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en outre, si l’on a 
NES b$ et, 


sv] 


a, b,c, ... étant des facteurs premiers inégaux, on aura 


DMÉICICE 


mas on a évidemment 


Cu 
5-0 


: : 2 J à ; N 

si æ est impair ; la détermination de [— } est donc ra- 
P 

menée à celle des symboles plus simples 


En Ge 


< 
% 


si « est pair, et 


a et D étant ceux des facteurs premiers de N qui figurent 
dans ce nombre avec des exposants impairs. 


; f a 
Considérons l’un de ces symboles, | 


£) par exemple. 
\ 


/ 


Sa valeur sera immédiatement connue (n° 333), si «= 2. 
. a La 
Dans le cas contraire, la recherche de (2) estramenée, 
P 


/ "à 
par le théorème de Legendre, à celle de ; + On opérera 


alors, à l'égard de (2) comme nous venons de le faire 
« 


T 


relativement à Re | »> et, en continuant ainsi, on tombera 


FAT 
2 p. t $ 
nécessairement sur des symboles dont la valeur sera 
connue. 
S. — Al. sup., I. 5 


d'a RSS LM TT SRE CO E PE SSP RE 
« PARA N° TPE RM OL RES ; «* DST SR ECRIRE ANNE PRAOE 

RUN D, PR ” r 2e : SARA En 1 €. Frs % EC à AIR 50 su 

- ‘ Û | ; > TOUR FER AT PTE 
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ExempLe. — Soit la congruence 
x?+1459=0 (mod. 22366891), 


qui est l’une de celles que Legendre a considérées dans 
sa Z'heorie des nombres. 

Le module est ici un nombre premier 4k + 3, et 1459 
est lui-même un nombre premier de cette forme; on a 
donc 


NAT — .) ave 1459 je 22366801 
=) DA 230080 22366891 A 1459 } 
Le reste de la division de 22366891 par 1459 est 421; 
donc 
NRA 
ed TE 
421 est un nombre premier 4k +1; par conséquent, 
N = (59 APT O0 =(S dE # 
er) Gers Je | 


puisque 4 X 49 est un carre. 
La congruence proposée admet donc deux racines. 





330. La congruence 
x?—N=o (mod.p) 


ayant été reconnue possible, supposons qu’on veuille la 
résoudre. Nous distinguerons deux cas suivant que le 
module p est de la forme 44 + 3 ou de la forme 4k +1. 
Supposons d’abord 
p =4# +3, 
la congruence proposée étant possible, on a 


P 
2 24 
Niro ou” NE 1 =0 (modes 


, NY Se" de à 
ER Or. fe Ur 
Pie - STATE 
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et, en multipliant par N, 
N?##_N=o (mod.p}, 
d’où il suit que les racines de notre congruence sont 
x= + N#H, 
Soit actuellement le cas où p est de la forme 4k +1; 
les nombres 4k+1 comprennentles deux formes 8k+1, 


8k+ 5, que nous allons considérer l’une après l’autre. 


Supposons | 
DIE 8 k +5, 


la congruence proposée étant possible, on a 


N###2_1—=o (mod.p), 


ou 
(N2#H1 Tr) (N2##1 — 5) =o (mod.p); 
on a donc 
N?##H_1=o (mod.p), 
ou 


N##HL1=o (mod.p) 
S1 c’est le premier cas qui a lieu, on aura 
N?##2__N—=o {mod.p), 
et les racines de la proposée seront en conséquence 
z=+#N##  [mod.p). 
S1 au contraire le deuxième cas se présente, posons 


BONE (mod.p}, d'où C=N#"=—N (mod.p} 


_ la congruence proposée deviendra 


x?+0@=o (mod.p). 


Orle nombre p, qui est de la forme 4k ++, est la somme 
de deux carrés premiers entre eux. On peut donc poser 


p = ax? + 62, 


116 COURS D'ALGÈBRE SUPÉRIEURE. 


d’où, £ et u étant des indéterminées, 


(+6) (#+u)— {(at+6u)?+ {au —6t}=0 (mod.p). 


ll 
/ 


On peut déterminer t et u par la condition 
au — 6t — 0, 


et il est évident que la congruence proposée sera vérifiée 
en posant 
= {at LE 6u) (mod. p). 


Il nous reste à examiner le cas où p a la forme 8k +15. 
Alors il n’est pas possible, en général, de résoudre la 
congruence proposée sanstätonnements, et l’on est obligé 
de calculer les termes de la suite 


PHN, 2p+N, 3p+N ,.. 


247 


jusqu’à ce qu'on en trouve un qui soit un carré parfait. 
Cela ne peut manquer d'arriver lorsque la congruence 
proposée est possible, et, comme le carré que l’on cherche 


"OS 
est moindre que + p?, le nombre des termes à calculer, 
qe 


Ale ,; x I 
dans la suite précédente, ne pourra jamais excéder 2 


Il peut arriver cependant, dans le cas qui nous occupe, 
que l’on puisse trouver directement les racines deman- 
dées. Soit, en effet, 2* la plus haute puissance de 2 con- 
tenue dans p— 1 et posons 


Pi== 2000 


> étant un nombre impair et étant au moins égal à 3. 
La congruence proposée étant possible, on a 


ot —1 
N°10 mod? |, 
etilse peut que l’on ait aussi 


N=:=£1 (mod.p) 








_ +. dal 
er € 
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Admettant cette hypothèse, on aura 
N##I=—N (mod.»), 
et, comme «& estimpair, on pourra procéder exactement 
comme nous l’avons fait dans le cas de p= 8k + 5. 


ExempLe. — Reprenons, avec Legendre, la con- 
gruence 
x? +1459=0 (mod. 22366891). 


Nous avons vu que cette congruence a deux racines. [ci 
l’on a 
Pe= 4 + 3 
et 
k+1—= 5591723. 


On trouve que 
c = 14698 = E 7529774; 
c'est ce que montre l'égalité 


(7529774 }? + 1459 — 22366891 X 2534885. 


De la congruence x? — N=o, dans le cas d’un module 
quelconque. 


337. Supposons d’abord que le module soit une puis- 
sance p’ d’un nombre premier impair p; la congruence 
proposée sera 
(3) z?— N—o (mod.p'). 

Commençons par résoudre cette congruence, suivant 
le module p, d’après la méthode du n° 356; si l’on dé- 
signe par + £ les racines, on aura 


(2) E— N—0o (mod,p) 


et, par suite, 
(£— N)j=o (mod.p') 
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Or, en développant la puissance (£ + /N)', on trouve un 
résultat de la forme 


(3) (E+YN) =a+6vN, 


a et 6 étant des entiers, et 1l en résulte 





(4) (E— VN)— a — EN, 
par suite 
(5) mt —N6—(#—N)—o (mod.}) 


La formule (3) ou (4) donne aussi 


ni re er 
A hd es RD MAR 


EE 14 ter Us FD NN 
I 1252 


ou, à cause de la formule (2), 


v(v—1) 


er | + +... [ere (mod. p), 


É —— Ev—1 É 4e v(v—1) (v— 2) +. [= Eee (mod. P); 


1.2:3 


ce qui montre que p ne peut diviser aucun des nombres 
æ« et 6. Alors on pourra trouver deux entiers t et u, tels 
que l’on ait 


(6) a—6t+p'u, 


et en substituant cette valeur de «& dans la formule (5), 
il viendra 

6(#—N)=o ({mod.p') 
ou 


(7) —N—=o (mod.p') 


d’où il suit qu'on aura les deux racines de la congruence 


ee 


"5 
” | AR 






on 
© 
4 
Ke 


+ 
Le 
f 
ï 
! 

À 
d 
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proposée en prenant | 
Hi pu 55 Le F : s 
Remarque. — Lorsque le nombre N estun multiple 


de p, cas que nous avons exclu, la congruence proposée 
exige que x soit divisible par p. Soit N—p?#N', n étant 
le degré de ia plus haute puissance de p? qui divise N; la 
congruence proposée ne pourra être satisfaite que si x est 
divisible par p?. Posant donc x —p"z, elle se réduit à 


z? — N'=0. (mod. p"*"}, 


et celle-ci sera impossible ou n’aura que la racine z= 0, 
si N’ contient encore le facteur p. 


338. Considérons maintenant la congruence 
x?'—N=—=o ({mod.z2). 


Soit 22% la plus haute puissance de 2? qui divise N, il est 


évident que x doit avoir le diviseur 2*; posant donc 


NE 0 NAT 0" 
notre congruence deviendra 


z2— N'—o f{mod.2"?*), 


D'après cela on peutsupposer queN soitimpair ou double 


d’un impair. Si N est double d’un impair, il est évident 
que la proposée n’est résoluble que dans le seul cas de 
y = 1, ei l’on peut faire abstraction de ce cas. 

Soit donc N impair; si y = 2, la congruence proposée 
se réduit à 


aæ?—1=0 ouùà x +10 (mod. 4); 


_ la première est seule possible et n’a que les racines + r. 
Lorsque vest=> 2, la congruence proposée n’est possible 


que siN est dela forme 8 k +5, et l’on obtient facilement 


A : " 
ea 
: % 
L , à LL … 
j =. A ” # 0 CES 
Au. 1 { d > r ? { " r 7 
Le 1 il v ‘ * 2 F4) | nm 4 


< » 
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une solution par des substitutions successives. IT faut 
remarquer qu'une solution particulière conduit à la so- 
lution générale. Car soit x, une racine de la proposée, 
celle-ci pourra se mettre sous la forme 


(æ— ro) (x +0) =0 (mod.2); 


? \ 
d’où 
PE mt neo NO anne Ce 


L et u étant deux indéterminées. On tire de là 
lu ep: 


u est arbitraire et les racines demandées sont données 
par la formule 


ÿ 4e jus mb À 214 (mod. de 
ExempPLe. — Soit la congrucnce 
x?+ 15=0 (mod. 21°), 


la valeur x — 1 satisfait à la congruence prise suivant 
le module 2‘; on posera donc 


a 
TX = 1 —<- Ori, 


et, en substituant, 1l viendra 


1+ + 4x —o (mod. 25). 


On voit que 1+ x, doitêtre divisible par 4, et l’on fera 


en conséquence 
LE DONNE + res 


ce qui donnera 


1— 7x +16x=0" (mod. 24, 


ou 
1—77;—=0 (mod. 2"); 


cette dernière congruence est du premier degré et elle 
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a la racine 5; on fera donc 
sil 


et l’on en conclura x, — 27, x — 217. Les racines de la 
proposée seront ensuite données par la formule 


ML A1 O1, 
qui comprend les quatre nombres 
22005007 20,00 00e 
39). Le cas général de la congruence 
xt— N—=o (mod. M), 


suivant un module composé quelconque, se ramène aux 
cas précédents par un raisonnement déjà employé; caril 
est évident que tout nombre qui satisfait à la précé- 
dente congruence suivant le module 


MORE, 


Pr, .… étant des nombres premiers inégaux, satisfera 
à la même congruence suivant les modules p’, g", r°, 

Ensuite si a, b, c, ... désignent des racines de ces con- 
gruences respectives, on aura l’une des solutions deman- 
dées, comme nous l’avons dit au n° 325, à l’occasion 
d’un cas semblable, en déterminant le nombre x de 


manière que l’on ait 
æ=a (mod.p’}, x=—=b (mod.g“), æ==c (mod,7t), 


212 


problème que nous savons résoudre. 
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CHAPITRE IIL. 


PROPRIÉTÉS DES FONCTIONS ENTIÈRES D'UNE VARIABLE, 
RELATIVEMENT A UN MODULE PREMIER. 


Des fonctions entières irréductibles, suivant un module 
premier. 


340. Je me propose de présenter ici avec des dévelop- 
pements entièrement nouveaux une théorie importante 
que J'ai déjà exposée dans la précédente édition de cet 
Ouvrage, en me plaçant à un point de vue un peu diffé- 
rent. Cettethéoriese rapporte exclusivement aux modules 
premiers ; elle a été l’objet d’un Mémoire présenté par 
moi à l’Académie des Sciences, le 4 décembre 1865. 

Soient p un nombre premier, œ(x) et F(x) deux fonc- 
tions entières de x à coefficientsentiers ; si l’on peut trou- 
ver deux fonctions entièresŸ{(x), x(x) à coefficients en- 
tiers et qui soient telles que l’on ait identiquement 


piz)#(x)=F(x)+px(x) 
et, par suite, 
p(x) t(x)=F(x) (mod.p), 


nous dirons que la fonction F{x) est divisible par o(x) 
suivant le module p, ou qu’elle est égale, suivant Le mo- 
dule p, au produit des fonctions œ(x), d{x). 

Supposons qu'une fonction entière 9 (x) soit ordonnée 
par rapport aux puissances décroissantes dex ; si tous les 
coefficients sont divisibles par p, la fonction sera nulle 
suivant le module p; dans le cas contraire, soit a le pre- 
mier des coefficients qui ne sont pas nuls suivant le mo- 





LH bratr À Ed tr 7 LR 2 NE D PO 
EE PE PE Er Sn PT Nr er OR 
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dule p, On pourra trouver un en tier æ, tél que 


au—=1 (mod.p) 


et par conséquent le produit æo(x) pourra se mettre 
sous la forme 

a p(z)=F(x)+p x\z), 
F(x) désignant une fonction entière dans laquelle le 
coefficient de la plus haute puissance de x est l'unité ; or 
peut évidemment supposer que tous les autres coeffi- 
cients soient rabaissés au-dessous de p. 

Une fonction entière F(x) à coefficients entiers sera 
dite irréductible suivant le module premier p, siellen’est 
divisible, suivant ce module, par aucune fonction entière 
d’un degré inférieur au sien et si, en outre, le coeffi- 
cient de la plus haute puissance de x est égal à l’unité. 


341. Taéorème [. — S: les deux fonctions o(x) et 
(x) n'admettent aucun diviseur commun, suivant le 
module premier p, on pourra trouver deux fonctions 
entières U et V, telles que l'on ait identiquement 


Uoy(x)—Vy(x)=1 (mod. p). 


En effet, désignons par a et b les coefficients de la plus 
haute puissance de x dans @(x) et dans d(x), on 
pourra poser 


p(x)=aA, V(x)=bB (mod.p), 


À et B étant des fonctions entières dans lesquelles la 
plus haute puissance de x a pour coefficient l'unité. 
Cela posé, exécutons sur les polynômes A etB l’opéra- 
tion par laquelle on détermine le plus grand commun 
diviseur, en négligeant les termes multipliés par pet en 
ayant soin d'ajouter à chaque reste un polynôme de la 
forme p À(x), choisi de manière qu'après cette addition 
le resie en question soit divisible par le coefficient du 
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terme le plus élevé; en outre, avant de prendre ce reste 
pour diviseur, nous supprimerons le facteur commun à 
tous ses termes. Comme nous admettons que les poly- 
nômes À et B n’ont point de diviseur commun, suivant le 
module p, on arrivera nécessairement à un reste numé- 
rique 7, Qui ne sera pas nul suivant le module p. Et si 
l'on suppose, pour fixer les idées, que le degré de Bne 
soit pas inférieur à celui de À, on aura cette suite d’éga- 
lités ou de congruences : 

A=B Q,, +rk, 

B=R,Q, +7, R 

R =R,Q +r3R,;7) (mod. p}. 


Rn==R 0er 


Ty, los... ln SOnt des entiers quine sont pas nuls sui- 
vant le module p; etR;, R:, ..., Q:, Q2,.-.. sont des 
fonctions entières de x dans lesquelles la plus haute 
puissance de x a pour coefficient l'unité. De ces rela- 


tions on tire 
mn =A — Q,B 
rie he el SONO — Q,A mod 
rira7s Rs = (r2+ QQ:)A — [RQ + (r1 + Q:1Q2)0:1B 


- et la dernière de ces relations aura évidemment la forme 
l172-.7n =MA— NB (mod.p}; 


M et N étant des fonctions entières. Soit x le nombre par 
lequel 11 faut multiplier le produit abr,r,...r, pour ob- 
tenir un résultat congru à 1 suivant le module p; si l’on 
muluplie la congruence précédente par ab« et qu’on 
écrive UÜ au lieu de ba M, V au lieu de aa N, on aura 


1== U (x) + VA) (mod. p), 





Pr AUTe 
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ou 
; +px(x) = Uy(x) Res Vylz)s 


ce qu'il fallait démontrer. 


842. Tuéorime Il. — S: la fonction entière F(x), 
irréductible suivant le module premier p, divise, 
suivant ce module, le produit ®(x) b(x) des fonctions 
entières q(x) et &(x), elle divisera l'un au moins des 
deux facteurs. 


En effet, si la fonction d (x) n’est pas divisible suivant 
le module p par la fonction F{x), comme celle-ci est irré- 
ductible, elle n’admet aucun des diviseurs qued(x) peut 
avoir. On pourra donc trouver trois fonctions en- 
üères P, U et V, telles que l’on ait 


1+pP—=UF(x)—Vy(x); 
on a d’ailleurs, par hypothèse, 
p(æ)Ÿ{r)—F{(x) f(r)=pylr), 


f(x) ety(x) désignant des fonctions entières, et il vient, 
en multipliant les deux égalités précédentes l’une par 
l’autre, 


L(x)Ÿ (x) —F(x) f(x +pP)= px(x)[U F(r) — Vy(x)], 
ou 
We ete) +P o(e) + V xte)1{= Fe) + CPU) + Ur. 


Le polynôme F (x) divise donc algébriquement le pre- 
mier membre de l'égalité précédente. Or, par notre hy- 
pothèse, ce polynôme ne divise point d{x), et il n’a en 
conséquence aucun facteur commun avec d(x), puisqu'il 
est irréductible ; donc il divise la fonction 


plz) +plPor) EVx(e)] 
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et l’on a 
p(r)=F(r) filæ) +py(zx) 


ou 
p(x)=F(x)/jfi(x) (mod. p}, 


TH étant une fonction entière. 


CororLaire. — 1 la fonction entière F(x), irreduc- 
tible suivant le module premier p, ne divise suivant ce 
module aucune des fonctions ®,(x), a(x), ..…., Om(x), 
elle ne peut diviser la fonction 


pr) =nlr)pele)..-om(x)+p x(x) 


consTrue par rapport a p au produit des fonctions Pi 
Ÿo; CRC] , Pm- 


Cette proposition se déduit immédiatement du théo- 
rème qu’on vient d'établir. 


Remarques sur la décomposition d’une fonction entière 
en facteurs irréductibles. 


343. Siune fonction entière o(x), non congrue à zéro 
suivant le module p, n’est pas irréductible, elle sera dé- 
composable en facteursirréductibles; en d’autres termes, 
on aura 


F(x)Ffz)P(x).. fn gz)=ao(x)+px(x), 


F(x), F;(x), .… étant des polynômes à coefficients en- 
tiers, irréductibles suivant le module p, y(x) une fonc- 
tion entière et & le nombre par lequel il faut multiplier 
p(x) pour réduire à l’unité le coefficient de la plus haute 
puissance de x. 

Il résulte du corollaire du théorème précédent que la 
fonction & 4(x) n’est décomposable suivant le module p 
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qu’en un seul système de facteurs irréductibles ; car sup- 
posons que l’on ait 


LIRE ETES, Rp Yi} 


lesfacteurs F et f étant supposés irréductibles. Le facteur 
irréductible F divise suivantle module p l’un des facteurs 
du premier membre, fpar exemple, d’après le corollaire 
cité, et en conséquence il est congru à ce facteur, puisque 
celui-ci est lui-même irréductible. Remplaçant donc f 
pa F+px(x), notre égalité prendra la forme 


APN, PF, 1 py fs 


la fonction y (x) doit être nécessairement divisible par F, 
et, en faisant la division, 1l vient 


fifi = FF. tp rlx). 


En poursuivant ce raisonnement, on voit que les fac- 
teurs F, F,, F2, ... sont respectivement égaux à f, 


frs f2s +. suivant le module p. 


344. Il peut arriver que plusieurs des facteurs irré- 
ductibles de la fonction & #(x)—®(x) soient égaux 
entre eux; dans ce cas, la fonction (x) a un diviseur 
commun avec sa dérivée. Supposons que l’on ait 


DRE Pat ee Dlæ) Ep (x), 


X,, Xo, .…., X» désignant des polynômes irréductibles 


suivant le module p et différents entre eux suivant ce 


_ module. Si l’on prend les dérivées des deux membres de 


celte égalité et qu’on représente par X; la dérivée de X,, 
on aura 


me) 


= (2)+px fr): 
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si aucun des exposants 7, 22, .…, 7 n'est un multiple 
de p, le facteur entre parenthèses n’est divisible, suivant 
le module p, par aucun des facteurs irréductibles X,, 
X», .…., Xm; car, pour qu'il fût divisible par X,, parexem- 
ple, il faudrait que X, divisât l’un des facteurs du pro- 


duit 
X, KoXs Xp; 


or cela est impossible, puisque X:,, X:, ..., X,, sont irré- 
ductibles et différents de X;, et que le degré de X'° est 
inférieur à celui de X,. Le produit des facteurs irréduc- 
tibles communs à P(x) et à sa dérivée est donc 
KA ANNE ARR 

c’est le plus grand commun diviseur de ces fonctions, 
suivant le module p, et pour l'obtenir on suivra la règle 
ordinaire ennégligeant dans chaque division les multiples 
de p qui se présenteront, et en ayant soin de ramener à 
l'unité le coefficient du terme le plus élevé de chaque 
reste, avant de prendre celui-ci pour diviseur. 

S1 l’un des exposants, n, par exemple, est muluple 
de p, le facteur X, entrera à la puissance 7, dans le plus 
grand commun diviseur. 

Désignons par V, le produit de ceux des facteurs X,, 
X:,... qui figurent dans D(x) avec un même expo- 
sant 24, par V, le produit de ceux qui ont l'exposant #, 
et ainsi de suite; on aura 


VEN VS an dr) mes 


et, par un raisonnement identique à celui dont nous 
avons fait usage au n° 50, on prouvera que les facteurs 
V,, Vs, Vs, ... peuvent être obtenus au moyen de sim- 
ples divisions algébriques. 








SECTION III. — CHAPITRE TII. 129 


Des fonctions entières d'une variable, réduites suivant 
un module premier et suivant une fonction entière 
irreductible. 


345. Si l’on divise une fonction entière f(x) par un 
polynôme irréductible F(x) d’un degré quelconque », 
on obtiendra un quotient (x) et un reste qui pourra 
être représenté par f(x) +p x(x), f(x) étant une fonc- 
tion entière du degré y—1 au plus dans laquelle les coef- 


n 


ficients peuvent être pris, à volonté, entre les limites 


P—1 DE! 
2 2 


et + +: On aura ainsi 








zéro et p ou entre — 


F(z) = f(x) +F(x)o(x) +px(sh 
ou 
f(x) = f(x) + F(x) p(x) (mod. p). 
La fonction / (x) sera dite la valeur réduite de f(x), 
suivant le module p et suivant la fonction irréduc- 
able F(x). 


L'expression générale des fonctions réduites est 


Pr) 409 + 47 + Gr, 0. + ad; 


chacun des coefficients &o, 41, .… étant susceptible de 


recevoir p valeurs différentes, par exemple 
DD 00 MS DE TT), 


la fonction f (x) peut avoir p' valeurs distinctes. Parmi 
ces valeurs 1l y en a p qui sont indépendantes de la va- 
riable x, ce sont les p nombres 


PR SENS SAR À lee à 


Tuéorkme. — Soient X,, X:,..., X, m fonctions 
de x réduites, suivant le module p et suivant la fonc- 


S.— Alg. sup., II, 9 
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tion entière irréductible F(x). Soit aussi 
F(X)— AK" LA, XD EE A APCE 


une fonction entière du degré m de la variable X, dans 
laquelle les coefficients sont des fonctions entières de x. 
Si les résultats de la substitution de X,, X:, ..…., X» à X 
dans $(X) sont tous divisibles par F(x), suivant le 
module p, on aura identiquement 


FX) = A0 (XX XX) RES 
+ Fe) 8 (X, «) + p x(X x), 


« et y étant des fonctions entières, à coefficients entiers, 
des deux variables x et X. 


En effet, regardant X,, X2, ..., X comme des in- 
déterminées, désignons par f, (X) et R, le quotient et le 
reste de la division de $(X) par X—X, ; soient de même 
F2 (X) et R, le quotient et le reste de la division de #,(X) 
par X—X,, et ainsi de suite; en sorte que f, (X) et Rn 
exprimeront le quotient et le reste de la dernière division, 


savoir celle de $,_; (X) par X — X,. Les égalités 


FX) = (RERO 
FIX) URSS ES OOIES 


(2) 


donneront, à cause de $,(X)=— A, 


{ F(X)= Ri + RofX — Xi) + RsfX — X;)(X —X,) 
(2) +R, (X — X,;). É AXES 
+ A, (X — X;). . (XX A, 


et, si l’on remplace X successivement par X,, X:, ..., 
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X», 1l viendra 
$(X:) — R;, 
RAR ER IX x), 
F(X3) = Ri + Ro(Xs — Xi) + Ra(X3 — X1)(X3 — X2), 


RAR e 9. 8 50 9708) 9 sn .18 0 5e © .0! © e ee! 9 © 0.1.6, 078. _e GE ASCII COR NC, | 


© 


Xe R, +R, (X y» — X:) +. .. 
Fe R}% (XX SE Xi) QNC K (X» x: APT: 


Supposons maintenant que X,, X:, ..., X,, désignent 
des fonctions entières de x réduites, suivant le module p 
et suivant la fonction irréductible F{x). Si ces fonctions 
sont distinctes, aucune de leurs différences deux à deux 
ne pourra être divisible par F(x), suivant le module p, 
et comme les premiers membres des formules (3) le 
sont, par hypothèse, les polynômes R,, R:, ..., R» 
seront eux-mêmes divisibles par F(x), suivant le mo- 
dule p. Alors la formule (2) prendra la forme 


4 VÉUD RAR CR AR D a à 
+ F(x)p(X;,x)+px(X, x), 
conformément à l’énoncé du théorème. 


Corozzaire. — Soit S(X\une fonctionentière des deux 
variables X et x, du degré m par rapport à X, et dans 
laquelle le coefficient de X” n’est pas divisible, suivant 
le module p, par la fonction irréductible F(x); si l’on 
substitue successivement à X les p' fonctions de x re- 
duites suivant le module p, et suivant la fonction F(x), 
parmi les p' résultats obtenus il y en aura m au plus 
qui seront divisibles par F(x) suivant le module p. 


En effet, supposons les m» fonctions de x, 
X:, X>, ten mn 
réduites, suivant le module p et suivant la fonction F(x), 


telles que | L 
PARENT xs | 
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soient divisibles par F(x) suivant le module p. Alors la 
formule (4) aura lieu identiquement, et, si l’on y rem- 
place X par une fonction réduite Xm»41 distincte de X;, 
NS se Um ON AUEA 


F(Xm+1) — À (Xm+1 — Xi)... (Xm41 — Xm) 
+ F{x)g(z) +pr(x). 


Or F(x) ne peut diviser suivant le module p le pro- 
duit des différences X44 — X,, Xmy1 — Xo, ...3; donc 
F(Xm41) n’est pas divisible, suivant le module, par le 
polynôme F(x). 


Propriétés fondamentales des polynômes irreductibles 
suivant un module premier. 


346. Taéorkme [. — out polynôme F{x) à coeffi- 
cients entiers et du degré y, irréductible suivant le 
module premier p, divise, suivant ce module, la fonc- 
Lion xP — x. 

L'expression générale des fonctions entières de x ré- 
duites, suivant le module p et suivant la fonction irré- 


ductible F{x), est 
f(x)= a + ax +ar+...+a xt, 


As dis ++.) A, étant des entiers compris entre zéro 


PER PE 


Ï 1 
etp—1, ou entre — —— et + . L'une de ces 





fonctions est nulle : nous en ferons abstraction et nous 
désignerons par 
(1) X X» X3: ….) ER RE 


les p°— 1 fonctions réduites différentes de zéro. 
Cela posé, désignons par f(x) une fonction entière 


. RÉSE 


A 


ES 


PT Cr AU TER 
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de x non divisible par F(x), suivant le module p, et 
considérons les produits des fonctions (1) par f(x), 
savoir 


(2)  X/(z) Xi)... Xi fe). 


Aucun de ces produits n’est divisible, suivant le mo- 
dule p, par le polynôme irréductible F(x), puisque les 
facteurs qui le composent n’admettent pas ce diviseur : 
la différence de deux termes de la suite (2) ne peut elle- 
même être divisible par F(x), suivant le module p, car 
cette différence est évidemment un terme de la suite (2). 
S1 donc on prend les valeurs réduites des produits (2), 
suivant le module p et suivant le polynôme irréductible 
F(x), ces valeurs seront distinctes et aucune d'elles ne 
sera zéro ; en conséquence, elles coïncideront, abstrac- 
tion faite de l’ordre, avec les termes de la suite (1). Il 
résulte de là qu'il existe entre les fonctions de la suite (2) 
et leurs correspondantes de la suite (1) p’—1 con- 
gruences de la forme 


X»f(x)=X,+F(x)p(x) (mod.p), 


et si l’on multiplie entre elles toutes ces congruences, 
il viendra 


X1 X2...Xpv_s [f(x )e"1 — 1| =F(x)?(x) (mod.p), 


@(x) étant une fonction entière. Le produit X; X:...X pv_1 
n’est pas divisible par F(x), suivant le module p; donc 
on a 


(3) Se) 1=F(x)(x) (mod.p} 
ou, en multipliant par f(x), 


(4) f(x) —f(x)=F(x)?(x) (mod.p). 


Nous avons supposé la fonction f{>\ non divisible par 
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F{x) suivant le module p, mais il est évident que la 
formule (4) subsiste quand f(x) estun multiple de F(x). 
La formule (4) ayant lieu, quelle que soit la fonction 
entière f(x), prenons f(x)= x, il viendra 
(5) xp — x=F{xr)p(x) (mod.p), 
ce qui démontre le théorème énoncé. 
347. Lemme. — Soient f(x) une fonction entière de 


la variable x,p un nombre premier et n un nombre 
entier quelconque; on a 


far )=[Ax)" + px(x), 
x (x) désignant une fonction entière. 
Soit 
f(x)=a+ax+ax +... +a,x"; 


la puissance pe de f(x) renfermera d’abord les puis- 
sances p“"* des différents termes; elle renfermera 
en outre d’autres termes contenant certaines puissances 
de plusieurs termes de f(x); le coefficient de l’un quel- 
conque de ces derniers termes aura la forme 


ROUE) 
(TS EN AUTRE 


Gr Jay +. gr étant des nombres inférieurs à p; ce 
coefficient est donc divisible par p et l’on a 


Lx) + p x(x)= af + ax? + af a+... a xmr; 
mais, par le théorème de Fermat, on a 


ææa (mod.p); 
donc 


Ux)P +? x(æ) = Ag + dx? + Ax°?P +. ..—+ a, x"P 


JT 
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ou 
(a) = (f(x) + px), 
x(x) étant une fonction entière. 


1 NT. + | LR 
S1 l’on écrit x?" au lieu de x, il vient 


Fer?) (Far) + pale), 


x (x) désignant ici une nouvelle fonction entière. Cela 
posé, admettons que l’on ait 


SR) = + parle) 


en élevant cette égalité à la puissance p, et ayant égard 
à la précédente, il vient 


n n 
Flat") = [a + px). 
Donc, si cette dernière égalité a lieu pour une valeur 
de l’exposant 7, elle a lieu pour la valeur immédiate- 
ment supérieure; d’ailleurs elle a été démontrée pour 
n = 1, donc elle est générale. 


348. TuHéorëme II. — Une fonction entière F(x) du 
degré y, irréductible suivant le module premier p, ne 
divise la fonction xP* — x, suivant ce méme module, 
que dans le cas où pr est un multiple de ». 

Je dis en premier lieu que, si l’on a p <v, la fonc- 
tion æ—x n'est pas divisible par F(x) suivant le 
module p, c’est-à-dire qu’on ne peut avoir 


(1) ax —F(r)9(x) +px(x), 


p(x) et y(x) étant des polynômes à coefficients entiers. 
Admettons, en effet, que cette égalité (1) ait lieu, et 
posons 


fx)= a +ax+ax+...+ a, xt, 


&o; &, -.. étant des entiers quelconques compris entre 


RE SE PE 0 A Er 
É 2 CÆ ST 114 
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zéro et p—1. On aura, d’après le lemme qui précède, 


LA(x)1° — f(rrt) + pY: (ER 
X1 (x) étant une fonction entière, et si, dans le second 
membre de cette identité, on remplace x?° par la va- 
leur x +F(x)o(x)+pyix) urée de la formule (1), 
il est évident que ce second membre prendra la forme 


f(x) + F(x) P(x) + pY{(x), 


® et Ÿ étant des polynômes à coefficients entiers; on 
aura donc 


(2). [Ar] —x)=F(x) (x) + pY(x). 
Il résulte de cette formule (2) que si, dans la fonction 
PIE EX 


qui est du degré p#, on remplace X par chacune des p” 
fonctions réduites suivant le module p, et la foncuon 
F(x), on obtient p’ résultats qui sont tous divisibles par 
F(x), suivant le module p. Or cela est impossible 
(n° 345) si u<{v; donc la formule (1) ne peut avoir 
lieu dans ce cas. 

Je dis, en second lieu, que la formule (1) ne peut 
avoir lieu que si p est divisible par ». En effet, soit g le 
quotient et r le reste de la division de y par », en sorte 
qu’on ait 

=YI Fr. 

D'après le théorème I (n° 346), F{x) divise, suivant le 
module p, la fonction 


y 
2 Tr — x Cap 22 1}, 


et celle-c1 divise algébriquement 


mr nr) re 7, 


= 
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car l’exposant p'?—1 est un multiple de p’—1. Donc 
xP— x est divisible, suivant le module p, par F(x). 
Mais, par hypothèse, la fonction x?°— x est elle-même 
divisible par F(x), suivant le module p; donc il en sera 
de même de la différence 


(art — x) — CP" — x) — HP — xP"1; 


d’après le lemme du n° 347, cette différence est congrue, 
suivant le module p, à la puissance 


Cp" — x) 1 


et cette puissance ne peut être divisible par F(x) sui- 
vant le module p, à moins que 


FA 
ap — x 


ne le soit elle-même. Or cela ne peut être, comme on 
Va vu plus haut, que si r — 0, puisque r est inférieur à ». 


Determination du nombre des fonctions entières de 
degré y trreductibles suivant un module premier p. 


349. Nous sommes actuellement en mesure d’établir 
qu'il existe, dans chaque degré », des fonctions entières 
irréductibles suivant un module premier p; il est même 
facile, comme on va le voir, de déterminer le nombre 
de ces fonctions. 

Considérons la fonction x? — x, et supposons-la dé- 
composée en facteurs irréductibles suivant le module 
premier p, de manière qu’on ait 


F(x) Fix) R(x)...= 27" — x + py(x), 


F(x), F;(x), F;(x), ... étant des fonctions entières 
irréductibles suivant le module p, et y(x) une fonction 
entière quelconque. 
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Deux des facteurs F, F,, F;,,... ne sauraient être 
égaux entre eux, puisque la fonction x? — x n’a aucun 
facteur commun avec sa dérivée. En outre, les dévelop- 
pements que nous avons présentés plus haut conduisent 
aux conséquences suivantes : 

1° Toute fonction entière de degré », irréductible sui- 
vant le module premier P fait partie de la suite F(x), 
EE AE TI 

2° Le degré de l’une qüelconque des fonctions de cette 
suite est égal à y ou un diviseur de v. 

3° Celles des fonctions F{x), F,(x), F:(x), ..., dont 
le degré est un diviseur y de y inférieur à », sont divi- 
seurs, suivant le module p, de la fonction x?° — x. 

Il résulte de là que si l’on divise la fonction x? — x, 
suivant le module p, par le produit de toutes les fonctions 
irréductibles qui divisent l’une des fonctions x?°— x, 
où y est un diviseur de », on obtiendra un quotient V 
qui sera le produit de toutes les fonctions entières de 
degré », irréductibles suivant le module p. 

Par exemple, si y est un nombre premier, les facteurs 
irréductibles de x? — x sont tous du degré » ou du 
degré 1; le produit des facteurs du premier degré est 
x(x—1)(x—2)...(x—p+1) ou x? — x. On aura 
donc, dans ce cas, 

Ve LP ee 
Sons na 
le degré de V est ici p’— p; par conséquent, le nombre N 
des fonctions entières d’un degré premier v, ir rEQUEE 
tibles suivant un module premier p, est 
NC R | 


v 
Passons maintenant au cas général : soit 


——— IL a Nm 
V— qQU Ye que, 


LS 
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13 I2s ++. Im Étant des nombres premiers inégaux, et 
M4, Po, .…., Am des entiers positifs quelconques. Pour 
abréger l'écriture, je poserai, quel que soit l’entier À, 


Se —— Lx]; 
et je ferai en outre 


REA, 


X: — 1 Ÿ ie f 


Eee 
142. -m. 4 


la fonction X; sera ainsi le produit de 








q m—1 Ti 


4 
ë 
Î 


mim—1)...(m—#k+1) 
Dee LA 


symboles [ |, etles dénominateurs des arguments de ces 
symboles seront les produits k à À des m nombres 9;, 
Q2» +. Im. Cela posé, je dis que l’on aura 


__ XX, X,X5.. 


Concevons que le numérateur et le dénominateur de 
cette expression aient été décomposés en facteurs irré- 
ductibles, et désignons par F{x) l’un de ces facteurs. 
S1 F(x)est du degré », il ne figurera que dans X; par 
suite 1l aura l’exposant 1 dans le numérateur de l’expres- 
sion précédente, et le degré zéro dans le dénominateur. 

Supposons que le degré p de F(x) soit inférieur à »; 
quelques-uns des facteurs premiers g entreront dans v au 
moins une fois de plus que dans p; si l’on désigne par 
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Y15 2 +, gs Ces facteurs, dont le nombre s peut se ré- 


. « . . v . LL . . 
duire à 1, le degré y divisera——— ;, maisil ne divisera 
EN CEE E 


pas le quotient de » par un nouveau facteur q, tel que gs44. 
Le facteur irréductible F{x) figure dans X à la pre- 
mière puissance; cherchons généralement avec quel ex- 
posant il se trouve dans X4. Si l’onak>>5s, la fonction 
X, ne contient pas le facteur F(x); mais, sil’onak<s 
ou k—s, il est évident que X; contiendra autant 
de facteurs égaux à F(x) qu'il y a d’unités dans le 
nombre des combinaisons de s lettres prises kàk, nombre 
qui a pour leur De Te 

ROUE à 


le numérateur et le dénominateur de l'expression précé- 


; par conséquent, 


dente contiendront le facteur F(x) avec des exposants 
qui seront respectivement égaux à 


s(s—1) 4 SIC SAGE 


ÉRSRETRES MRC pre 


eL 
s s(s—1)(s- 2} S ss —7T). St 
7 ) 


Mn 
are CCS CRE RUE DENE LPS NS AUCUN LE 
I ont DE 4 9 


Mais ces deux nombres sont égaux, car leur différence est 
évidemment égale à (1 — 1) ou à zéro. Donc le numéra- 
teur de notre expression est divisible, suivant le mo- 
dule p, par le dénominateur, et le quotient de la division 
est bien égal au produit V de toutes les fonctions entières 
de degré », irréductibles suivant le module p. 

Il convient au reste de remarquer que le numérateur 
de l'expression de V est algébriquement divisible par le 
dénominateur; et, pour démontrer ce fait, 1l suffit de 
reproduire le raisonnement dont nous venons de faire 
usage, en représentant toujours par x un diviseur de y et 
en substituant au polynôme F(x) de degré y l’un des 


Dr” ut vi fes AL pes ati oem SP AE N' 
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facteurs linéaires qui divisent algébriquement x?°— x, 
mais qui ne divisent pas x?! — x, pu, étant € p. 
Le degré du polynôme V peut être représenté par 


de 5e y ; 
PS pn+ TS pr (pr -{m—i +(—1)" pi42 fm , 


et, puisque ce polynôme est le produit de toutes les N 
fonctions entières de degré v, irréductibles suivant le 
module p, on aura 


ee PS pr + (or Vpn mp Fe 
= — "2 ————— — 
300. On peut conclure de la formule précédente deux 
limites très-simples du nombre N des congruences irré- 
ductibles de degré », suivant le module premier p. Effec- 
tivement, en partant de la formule 
P'=1+ UE LE — —. 
on aura 


la caractéristique log exprimant des logarithmes népé- 
riens. 
On conclut d’abord de cette formule 


2 2 lno3 
n< (it) fr jee 5)" log Ps 
Vv 


I 1 2 y F292:0 
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nv? , Bb: 
puis 
I I 
N— p(v) [ logp se "7 vo log?p 5 log p de. 
y I LOUE do 1:20 
\ v y 
ou 


Fe st) Pre 


DENT Vv 


p(v) désignant la totalité des nombres premiers et infé- 
rieurs à v. Chacune des limites que nous venons de 
trouver exprime la valeur de N quand » est un nombre 


premier. 


Sur la décomposition d’une fonction entière donnée, en 
facteurs irréductibles suivant un module premier. 


301. S'il s’agit de décomposer une fonction donnée 
f(x) en facteurs irréductibles suivant le module pre- 
mier p, on devra d’abord chercher si cette fonction a des 
diviseurs multiples; car, si elle en admet, elle sera de la 
forme 

(zx) = VA YEN... mod A 


V,, Vo, .… étant des fonctions entières qui n’admettent 
que des facteurs simples et que l’on peut obtenir (n°344) 
par de simples divisions algébriques. 

La question est donc ramenée au cas où f(x) n’à que 
des facteurs simples; alors cette fonction et sa dérivée 
n’ont aucun diviseur commun, suivant le module p. 

Cela posé, on aura le produit des facteurs irréductibles 
du premier degré de f(x) en cherchant le plus grand 


se ñ 
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commun diviseur des polynômes f(x) et xP— x; dési- 
gnons par P, ce plus grand commun diviseur qui peut 
se réduire à l’unité et posons 


(x)=P; (x) (mod.p), 


$,(x) étant une fonction entière. 

On aura de même le produit des facteurs irréductibles 
du deuxième degré de f(x) ou de f, (x), en cherchant 
le plus grand commun diviseur des polynômes $,(x) et 
xP”— x, et si P, désigne ce plus grand commun divi- 
seur, lequel peut encore être égal à r, on aura 


Fi(x)= P: Fo(x) (mod.p), 
$s(x) étant une fonction entière. 
Pareillement, le plus grand commun diviseur P; des 


x : 3 ; M 4 
fonctions f(x) et x? — x donnera, s’il ne se réduit pas 
à 1, le produit des diviseurs du troisième degré; on aura 


F,(x)=P; (x) (mod.p} 


et ainsi de suite. Il est évident qu’en continuant ainsi 
on trouvera nécessairement une fonction Ft TL) qui se 
réduira à l’unité, et l’on aura 


F(x)=P;P2P;...P» (mod.p) 


Il reste, pour achever la solution, à décomposer cha- 
cun des polynômes P, en facteurs irréductibles du de- 
gré v. Pour cela, la méthode la plus générale consiste à 
effectuer la division du polynôme P, par la fonction 


D Er + A,;t +. LA  jr+A, 


dans laquelle les coefficients sont indéterminés, et à ex- 
primer que les y termes du reste sont congrus à zéro sui- 
vant le module p. On obtiendra ainsi un système de v 
congruences au moyen desquelles on pourra déterminer 


Mn LT, MNT PT TE Te 
NÉE 2e A CPE: 
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les v coefficients À,, A2, ..., AÀ,. Si uy désigne le degré 
de la fonction P,, il est évident que le système de con- 
gruences dont il vient d’être question admettra y sys- 
tèmes de solutions qui répondront respectivement aux pr 
polynômes irréductibles de degré » dont le produit est 
égal à P.. 

Le problème dont nous venons de nous occuper com- 
prend comme cas particulier celui qui a pour objet la 
recherche de toutes les fonctions entières de degré », 1rré- 
ductibles suivant le module p. On tombe effectivement 
sur ce dernier problème, en supposant dans ce qui précède 


” 


(x) —= x?" — x, 


Classification des fonctions entières de degré y irre- 
ductibles suivant le module premier p. 


352. Soit 7 un diviseur de p'—1, la fonction x?— 1 
divisera xP—!— 1 et x? — x; s1 donc on la décompose 
en facteurs irréductibles, suivant le module p, en sorte 
qu’on ait 

F(x)F (x) Er)... = at 1 + pyl(x), 


x(x) étant une fonction entière, les fonctions F(x), 
F,(x), ... feront partie de la suite des facteurs 1rréduc- 
tibles de x? — x, et en conséquence leur degré sera égal 
à y ou à un diviseur de ». 

Si F(x) est une fonction entière du degré », irréduc- 
tible suivant le module p, et que r représente le plus petit 
nombre tel que x°— 1 soit divisible par F(x) suivant le 
module p,.je dirai que /a fonction F(x) appartient à 
l’exposant n. Il est évident que 7 est un diviseur de 
p—1, car F(x) divisant, suivant le module p, les deux 
fonctions xP°-1— 1 et x— 1, elle divisera aussi at—1, 
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si l’on désigne par 4 le plus grand commun diviseur des 
nombres p'—- 1 et, et puisque F(x) appartient à l’ex- 
posant 7, il est nécessaire que l’on ait 8— n. On voit 
aussi que 7 doit être un diviseur propre à p” — 1, c'est- 
à-dire que 7 ne peut diviser pf— 1 si est << v; car s’il 
en était autrement x°— 1 serait un diviseur de xP°—!—1 
et cette dernière fonction serait par suite divisible par 
F(x) suivant le module p, ce qui est impossible dans 
l'hypothèse de u <<». 

Cela posé, nous nous proposons de déterminer le 
nombre des fonctions entières de degré », irréductibles 
suivant le module premier p, et qui appartiennent à l’ex- 
posant » diviseur propre de p—1. 

Le nombre 7 étant décomposé en facteurs premiers, 
soit 

LRU NE eo Fo 
413 Jos +, m Étant des nombres premiers inégaux; 
posons aussi 


D, Pare À PME À 


LA E Le 
(x #) (ea — ÿ M: (3x el 


n Er LCR n 
D Cr #4) EXINE “#a) PE Étracr us} 


Le) 
Il 








la fonction X}; sera, comme on voit, le produit de 
mim—1)...(m—#k+1) 


Pesres facteurs qui se déduiront de 


x%—ien prenant pour 64 les produits k à À des facteurs 
Q13 Y23 +. Im. S1 l'on désigne enfin par V le produit de 


toutes les fonctions entières de degré v, irréductibles 


S. — Alg, sup., Il. 10 
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suivant le module p, et qui appartiennent à l’expo- 
sant z, je dis que l’on aura 
PR. .S 7 ed 

7 XXE 


Pour justifier cette assertion nous emploierons un rai- 
sonnement semblable à celui dont nous avons fait usage 
au n° 349. Les deux termes de l’expression de V étant 
décomposés en facteurs irréductibles, soit F(x) l’un de 
ces facteurs; si la fonction F{x) appartient à l’expo- 
sant », elle ne figurera que dans X ; en conséquence, elle 
aura l’exposant 1 au numérateur de V et l’exposant zéro 
au dénominateur. Si la fonction F(x) appartient à un 
exposant minférieur à 2, mdivisera les quotients obtenus 
endivisant 7 par quelques-uns des facteurs 4, 43,2, ...,qs 
par exemple; le facteur F{x) figure dans X à la pre- 
mière puissance; 1l ne figure point dans X4 si l’on 
ak=>s; mais si l’on a k<Ts, F(x) entrera dans Xz avec 


(s—1)...(s— 4 +1) 


l’ S : ot 
exposant > qui est égal au nombre 


NO EH: 
des combinaisons de s lettres prises X à k. Il résulte de 
là que, quand on aura simplifié l'expression de V, le fac- 
teur F(x) aura l’exposant 


$ s(s —1) ci NS 
I NET A EPST PI ME 1} 0: 


et, en conséquence, la fonction V est égale au produit 
de toutes les fonctions irréductibles de degré v, qui ap- 


partiennent à l’exposant 2; nous désignerons par N le 


nombre de ces fonctions. 
Le degré de la fonction V est 


7 na 71 ñ n 
— (° His) (it +.) 
qi Q2 Tim di92 diq3 











EAN Hd Le 
LL DE 
ï 
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Re PA Tél r 
n 7) ( . ( RENE 


on aura donc 


ou 


ou 


en désignant par o(n) le nombre des entiers inférieurs 
ànet premiers à n. 
Si z est un nombre premier, la formule précédente 


se réduit à 
2. 
N re D, } 


V 





et l’on en tire 
r—YN +1, 


d’où il résulte que tout nombre premier, diviseur propre 
à p’—1, est de la forme £y +r, ce qui rentre dans un 
théorème dû à Euler. 


303. On voit, par ce qui précède, que les fonctions 
entières de degré », irréductibles suivant le module p, se 
partagentnaturellement en plusieurs classes, d’après l’ex- 
posant auquel elles appartiennent. L’une de ces classes 
comprend les fonctions qui appartiennent à l’exposant 
p'— 1 et qui jouent un rôle important dans la théorie 
que nous exposons; on a, par exemple, la propriété re- 
marquable comprise dans le théorème suivant : 


Taéorème. — Si F(x) désigne une fonction de 
degrév,irréductiblesuivant le module p, et appartenant 
à l’exposant p'—1, on obtiendra les p’——1 fonctions 
entières de degré y—1 distinctes suivant le module p, 
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en prenant les restes de lu division par F (x) des puis- 
sances 


y 
DIT ET ANNE ER 


En effet, deux de ces puissances, x” et x*", divisées 
par F(x), ne peuvent donner des restes de degrés y —1 
congrus suivant le module p ; car autrement l'expression 


QUE mn ou x’! Lo ire. 1) 


serait divisible par F(x) suivant le module p, et il en 
serait de même de x#—1 : or cela estimpossible, puisque 
n est moindre que l’exposant p’—1 auquel appartient 


F(x). 


394. J'indiquerai ici une conséquence assez remar- 
quable de la théorie que nous venons d'exposer et qui 
consiste dans la proposition suivante : 


[s à] « s LR 

l'uéorëme. — Si n est un nombre premier, que a 
soit une racine primitive de n, et que le module p soit de 
la forme a + An, la fonction 


at —] 
V-— 


DU 
sera irreductible suivant le module P- 


En effet, 7 est un nombre premier ; il est d’ailleurs di- 
viseur propre à pt! — 1, puisque p — Àn est une racine 
primitive de 2; donc le nombre des facteurs irréducti- 


; DS : ñ) * 
bles de V, suivantle module p, est ici égal à dou ouà 1. 
7t F7 2, 
. . » . Ÿ cha “ae Ci p? 
CoroLLaIRE. — Si n est premier, la fonction —— 
æ— I 


est ALGÉBRIQUEMENT trreéductible. 


En effet, soit a une racine primitive de ». L'illustre 
Lejeune-Dirichlet a prouvé que la progression arithmé- 
Lique 

4, A+n, «+R, A+ BH, .., 
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renferme une infinité de nombres premiers. Soit 


p=a+fn 


12 


l’un de ces nombres premiers; la fonction ——— est 
1 
irréductible suivant le module p; donc, à plus forte 


raison, elle est irréductible algebriquement. 


Comparaison des fonctions entières irréductibles sui- 
vant le module p, qui appartiennent à des exposants 
formés des mémes facteurs premiers. 


399. Lorsque » est divisible par le module p, si l’on 
fait 2 = pa’, on aura 


at —i1= (rt —1) (mod. p), 


en sorte que la fonction x"!— 1 est ramenée à x/— 1. 
Nous supposerons que 7 n’est pas divisible par p; alors, 
si l’on désigne par y le plus petit nombre tel, que D 
soit divisible par 2, la fonction x?—1 divisera xP°— à 
suivant le module p et chacun de ses facteurs irréduc- 
übles sera, comme on l’a vu, d’un degré égal à v ou à un 
diviseur de v. Mais ceux de ces facteurs qui appartien- 
nent à l’exposant » sont tous du degré v, et nous avons 


p(a) 





vu que leur nombre est égal à » ® ayant la signifi- 


cation habituelle. 

Cela posé, désignons par y le plus petit nombre, tel 
que p“— 1 soit divisible par chacun des facteurs pre- 
miers qui divisent », 1l est évident que v sera un multiple 





de u; car soit y—=uqg+r; les facteurs premiers de » 
divisent par hypothèse p#?f7— 1 et p#f—1, qui est un 
multiple de p*— 1; ils divisent, par suite, la différence 
p#iŸr— p#4 où p#4(p"—1). Mais cela est impossible, à 


ar ' \ RCE, 2) 4 4 RD à as ON OO EN A TR PES 
s Ce, 
É MT ages dj St 

Par 
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moins que 7 ne soit nul, puisque r est y; donc on a 


(a) V=—Qÿ: 


Pire 
d 


bres 7» et p#—1; si l’on fait 





Soit le plus grand commun diviseur des nrom- 


PA 
À 
d : 





(2) m2 — 


À et d seront premiers entre eux; on aura ensuite 


PIONEER 
(3) Jr RE) rer 





et, comme le premier membre de cette formule est un 


. . . y Sn I , 
nombre entier, À sera un diviseur de ne En élevant 
P:' es 


à la puissance q l'identité 


. p*=1+{(p"—1), 


il vient 
PES ET MR: TT EE) 
——© = + —— (pr—i)+.., 
(4) PNA I re L 
« 
q—1)..(qg—#+1 # 
ere mm 


expression qui doit être divisible par À. 

Désignons par 0 un facteur premier de }, et soit 6° la 
plus haute puissance de 8 contenue dans À. Comme 8 
est un diviseur de z et, par suite, de p“—1, on voit, par 
la formule (4), qu'il est aussi un diviseur de g; mais Je 
dis en outre que, siôn’est pas égal à 2, chacun des termes 
de l’expression (4) à partir du deuxième renferme une 
puissance plus élevée de 9 que le premier terme. En effet, 
le rapport du terme général au premier terme peut être 
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mis sous la forme d’un produit de trois facteurs, savoir 


(8) gr (2) 1, 





4 9 


les deux premiers facteurs sont des nombres entiers ; 
quant au troisième facteur, 1l est supérieur à 
1+(A—1)(9—:1) 4 (A —1)(8— 2) 
ARS Le EEE DRE ER OR RE EL à 


7 ou à 1 + F 


par suite, supérieur à 1, quand 0 est >2, puisque k est 
gh—1 

k 
renferme donc le facteur 8 à son numérateur. Le premier 
membre de la formule (4) étant divisible par &, par 
hypothèse, il faut, d’après ce qui précède, que g soit 
divisible par 6°. 





au moins égal à 2; la fraction irréductible égale à 


S1 donc À est un nombre impair, q sera divisible par À. 
Réciproquement, si g est divisible par À, l'expression (4) 
l’est évidemment elle-même, et en conséquence le pre- 
mier membre de la formule (3 est un nombre entier. On 
voit alors que y étant le plus petit nombre tel, que p'—1 
soit divisible par #, on doit avoir 4 — À et, par suite, 


(6) Vin: 


Examinons s'il y a lieu de modifier cette conclusion 
quand est pair. D'abord si À est double d’un impair, 
l'expression (4) doit être divisible par 2, ce qui exige 
que g le soit aussi; donc, pour que l'expression (3) soit 
un nombre entier, 1l est encore nécessaire et suffisant 
que g soit un multiple de À, et la formule (6) subsiste. 

Supposons donc que À soit divisible par une puissance 


de 2 supérieure à la première. Quand on fait8— 2, dans 
k—1 
2 


k 
jamais inférieur à 1, car k est au moins égal à 2, mais 1l 





l'expression (5), le troisième facteur devient ;iln'est 


Frs CNE PE RE PERTE Se UNION OS CNRS TS 
À 4 2 * LE CE d ne : CRE Le Y h 


ë- 


ML Et 
« ? ? 
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se réduit à 1 pour À — 2, et alors il peut arriver que les 
deux premiers termes de l’expression (4) renferment le 
facteur 2 à la même puissance. Toutefois ce cas ne se 
présentera pas si p#— 1 est divisible par 4, c’est-à-dire 
si p est de la forme 4m +1, ou si, p étant de la forme 
4m—1, est un nombre pair. Dans ces deux cas, la 
présence du facteur 2 dans À n’exige aucune modifica- 
tion, et la formule (6) subsiste. i 

Mais il n’en est plus ainsi, dans le cas qu'il nous reste 
à examiner, savoir celui où p est de la forme 4m—1 et où 
u est un nombre impair, À étant divisible par une puis- 
sance de 2 supérieure à la première; il importe d’exa- 
miner ce cas avec attention. Dans l'hypothèse où nous 
nous plaçons, on a 


D DELLE 1076 


t et s étant des nombres impairs et les exposants à, 
j étant égaux ou supérieurs à 2. Comme x est impair, 
la première de ces formules donnera 


} ie 20 — 1x, 


8 étant un nombre impair ; en outre, l’exposant q devant 
être pair, comme on l’a vu plus haut, on aura, en élevant 
la précédente formule à la puissance g, 


pt ar Nate ge var a)# 
pret 0 and 1e ee RNRRS 


(1) I 1.2 


(g—Â +1) 
RE FE 





Pre nn: 


le rapport du terme général entre parenthèses au premier 
terme est 
md PSE Len NP EN PE | 
1.2...(#—1) #70 





i étant au moins 2, si l’on prend 4 ©>1, le dernier facteur 
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de cette expression sera supérieur à 1, etla fraction irré- 
ductible qui lui est égale aura un numérateur pair; d’ail- 
leurs les autres facteurs sont entiers, donc le premier des 
termes entre crochets, dans la formule (7), renferme le 
facteur 2 à une puissance moins élevée que les termes sui- 
vants. Alors si l’on désigne par w le plus petit nombre de 
facteurs 2 qu’il faille introduire dans 4 pour que l’expres- 
sion (3) soit entière, on aura 


HI OÙ D—}—1+I, 


Savoir w — 1, sil’on a 


VE CONEE 7, 
car1l suffit alors que g soit pair;eto—j—i+1,sil'ona 
TD 


D'ailleurs, dans l’un et l’autre cas, g ne doit contenir 
que les seuls facteurs premiers impairs de À; doncona 








À À 
qu I RA ou ls? 

et par suite 

}u 
(8) Va Sils 
ou 

lu 
(9) és oi" 


La formule (8) a lieu dans le cas de ji, et la for- 
mule (9) dans le cas de j > 1; les deux formules coïn- 
cident quand 7 — i. 


3906. Nous allons développer actuellement les consé- 
quences de l’analyse précédente. Considérons d’abord 
le cas où la formule (6) a lieu, et désignons par N le 
nombre des fonctions entières irréductibles du degré v 
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qui appartiennent à l’exposant », on aura (n° 352) 


NS PEN 
v Xp 


2 


ou, à cause de la formule (2), 


I ' —1 o(n) 


a LE 








Soit 7! un nombre contenant tous les facteurs premiers 
“ ? 

de x avec des exposants quelconques, mais n en conte- 

nant pas d’autres, on aura 











. mm — I . e. 
et puisque P . est le plus grand commun diviseur de 7 
et de p— 1, on peut prendre 


Po 


Te 5 





Remplaçant donc 7 par cette valeur »/, l'expression de N 
devient 


CC) 





d’où il résulte que N représente aussi le nombre des fonc- 


ons irréductibles de degré p qui appartiennent à l’expo- 


D — 7 
sant 7 





L 


a 


Posons, pour abréger, 


DES 
= = —9, d'où r— 64, 





CO) 


et décomposons x°—1 en facteurs irréductibles suivani 


le module p; soit 


Gr) a—1=F(x)F(x)F(x). + py(æ)e 


SECTION III. — CHAPITRE III. 195 


æest le plus petit nombre tel, que x?°— 1 soit divisible 
par x° 
ment et que d divisàt p#—1, x étant <w, le nombre 
p*—1 renfermerait tous les facteurs premiers de 7, ce 
qui est contre l'hypothèse. Cette remarque nous confirme 
ce fait qui résulte d’ailleurs de notre analyse, savoir, que 
le degré de chaque facteurirréductible de la formule (11) 
est égal à g ou à un diviseur de p. 


— 1 suivant le module p; car, s'il en était autre- 


Remplaçons maintenant x par x” dans la formule (11), 
il viendra 


Ga) ai F(a)F (at) Eat) ++ py(at). 


Soient 
(13) Fr), Fr), ..., Fil) 


les N facteurs du degré p de la formule (11), 1l est évi- 
dent que, dans la formule (12), les facteurs du degré 
Âu — v seront 


(14) F(æ), Fifa)... Enalat). 


Or il y a N fonctions irréductibles du degré v, lesquelles 
divisent x°— 1 suivant le module p; donc ces fonctions 
ne sontautre chose que les polynômes (14), ce qui donne 
le théorème suivant : 


Taéorime [. — Si l'on a formé les N fonctions en- 
tières irréductibles de degré. suivant le module p, qui 
p'—i 

l 


[4 





appartiennent à l’exposant » puis que l’on y rem- 


place x par x”, À étant un nombre premier avec d et qui 
ne renferme aucun facteur premier différent de ceux 
par lesquels p—x1 est divisible, on obtiendra les N 
fonctions irréductibles du degré Au, qui appartiennent à 


dant 
d 





l’exposant À + Îl faut cependant excepter le cas 


RG Cr RSS SL on, 3) LL 
TE ETS ph PERROS RQ EL + 


LA ? . 
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où, p étant de la forme 4i—1, u est un nombre impair 
et À un nombre divisible par 4. 


397. Considérons maintenant ce cas d’exception, dans 
lequel p est de la forme 4m—1, 4 un nombre impair et À 
un nombre divisible par 4. Alors l’une des formules (8) 
et (9) a lieu, et si l’on désigne encore par N le nombre 
des fonctions entières irréductibles du degré v qui ap- 
partiennent à l’exposant 7, on aura 


o(n) 


——) 


y ÀU. 


— 2/1—1 


en nommant le plus petit des deux nombres i et 7; on 
peut écrire aussi, à cause de la formule (2), 


SP | 





N — 241 2 FE Eee n° p LA 
ue d n 


Comme tous les facteurs premiers de l’un des nombres 





#—— I x D + 
n et —— appartiennent aussi à l’autre, on peut encore 
C 
remplacer ici 
ph—1 (x) 
d ñ 


par 9 (=) »-etl’on a 


ur 
N BE 2#—1 LA ? (=): 
pe d 


N È e à 
D est donc le nombre des fonctions irréductibles de 





PF —1 


= d. 


Nous conservons la formule (11), qui donne la décom- 
ÿ 





degré L qui appartient à l'exposant < 


position du binôme x°—1 en facteurs irréductibles, ainsi 


que la formule (12) qu’on en déduit en remplaçant x 


à { LS 
{ Ag 


Gorr, 


re 





Wie 
TRI 67 


RO te, OT RUE RLE ARE re die 
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par x. Ceux des facteurs F(x), F, (x), .…. qui appartien- 
nent à un exposant inférieur à à donneront, dans la for- 
mule (12), des facteurs correspondants dont les diviseurs 
irréductibles appartiendront à un exposant moindre 
que 7. Donc les facteurs irréductibles de x?— 1 qui 


À : 
= ss ement 














qui répondent au 


PRET El 
relatifs à l’exposant d. Les polynômes dont il s’agit 


sont du degré Àu, leur nombre est ——, et le ombre 


payer 


; ne : RU 
des fonctions irréductibles du degré Cu est N; donc 


chacun de nos PR est le Au de 2471 facteurs 





ésulte la proposition 


suivante : 


Taéorëme [l. — Soient p un nombre premier de la 
forme 2t—1, où 1 n'est pas inférieur à 2 et où t est 


w—] FR: 
a 7 un divi- 
à 





un nombre impair ; p un nombre impair; 


seur de p#—1; À un nombre de la forme 2fs, où j n’est 


-pas inférieur à 2 et où s est un nombre impair; enfin 


k Le plus petit des rte 1 et j. 
Si l’on a for me les À fonctions entières irréducti- 
2h 


bles de degré pr suivant le module q qui appartiennent à 
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# PE 4 Ë : 
l'exposant y Puis qu'on y remplace x par x’, le 


nombre À, de la forme indiquée, étant premier avec d 
et ne renfermant que les seuls facteurs premiers qui figu- 


s N à ; 
rent dans p— 1, on obtiendra Ei fonctions du degré 


Àu, et chacune d'elles sera décomposable en 2*71 fac- 
teurs irréductibles, ce qui donnera en tout N polynômes 


pu L 





irreductibles du degré 


398. Désignons par g une racine primitive du nombre 
premier p; les fonctions du premier degré qui appar- 
P — 





> ; I a 
tiennent à l’exposant seront évidemment x — 94 
EE 


der À | 


C 





& étant un nombre premier avec . Si donc on re- 


présente ces fonctions par x—g°, d sera le plus grand 
commun diviseur des nombres e et p—1. D’après cela, 
si l’on suppose  —1, dans les énoncés des théorèmes I 
et Il, on obtient cette proposition nouvelle, qui a une 
assez grande importance, savoir : 


Taéorime I. — Soient g une racine primitive du 
nombre premier p; | un nombre entier qui ne renferme 
aucun facteur premier différent de ceux qui divisent 
p—1; e un nombre entier premier avec}; d le plus 
grand commun diviseur des nombres e et p—1. 

1° Sip est de la forme 4q +1, ou si, p étant de la 
forme 4q—1, le nombre À est impair ou double d'un 
impair, la fonction binôme x'— 9° est irréductible sui- 


: y HF 
vant le module p et elle appartient à L exposant À Fe ; 





DST An Let À sont respectivement des formes 
p=2it—1, À — is, 1 et j étant au moins égaux à 2, 
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et1, s étant des nombres impairs; si, en outre, on désigne 
par k le plus petit des nombres 1, j, la fonction binôme 
x'— g° est réductible suivant le module p, et elle se dé- 


(TE : ANA 
compose en 2*7! facteurs irréductibles du degré SE 





qui, tous, appartiennent à l'exposant À É = nà 

Ce théorème nous fait connaître, sans aucune excep- 
tion, toutes les fonctions binômes irréductibles suivant le 
module premier p. En effet, la fonction x*—g°(mod.p) 
ne saurait être irréductible si À et e ont un diviseur 
commun. En outre, si À contient un facteur premier qui 
ne divise pas p—1, la congruence x'—9°=0 (mod. p) 
aura une racine et par suite x°—g° admettra suivant le 


module p un diviseur de la forme x—«; 1l s'ensuit 
" 
que x°— «a sera pareillement un diviseur de x — ge. 


309. Lorsque p est un nombre de la forme 2't—1 où À 
est au moins égal à 2 et où { est un nombre impair, 1l 
n'existe de fonctions binômes irréductibles de degré À, 
ainsi qu’on vient de le voir, que dans le cas où À est 1m- 
pair ou double d’un impair. Mais, quel que soit le nombre 
pair À, pourvu qu'il ne renferme que les facteurs pre- 
miers par lesquels p—1 est divisible, on peut former 
facilement des fonctions trinômes de degré À irréduc- 
tibles suivant le module p. 

En effet, lenombre p étant, par hypothèse, de la forme 


D Dit — I, 
et £ étant impair, posons 
ve ai1), 


le nombre y sera divisible par 2', car À est pair. Ensuite, 
si g désigne une racine primitive de p et que e soit ur 


+ S'al Fe lei. NP SR : RC ne SN os © D'UEE a EN 4 LL : ra Ut 
red ITR RES PC PA EC Fe EE RER Y a £ D <a ME 
à 1 Æ Ai , — 7.2 « AY ' 4. ; v, 

® = OR Der de 
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nombre premier avec À, la fonction 
VV g° 
sera, d’après le théorème III (n° 358), décomposable en 
2171 facteurs irréductibles du degré À. Pour obtenir ces 


facteurs, remarquons d’abord que 2 et p—1 ont 2 pour 
P —.1 
2 





plus grand commun diviseur et que e et sont im- 


pairs; il en résulte que l’on pourra toujours trouver 
deux entiers 0 et £ tels, que l’on ait 





AT 
210 — (pi) =e+À à 
alors, g étant racine primitive de p, on aura 
a g° (mod. p}), 
et la fonction que nous considérons sera 
X* — É— 22 + g2 (mod. P * 


Cela posé, désignons par w et v deux variables; les 
deux fonctions 


p+i p+1 HE p—1 





2 2 2 ne 
u —- p s u —- 


seront divisibles algébriquement, la première par 


d 


U 





| 
+ y? , la seconde par u + v, car t et P sont 


des nombres impairs; le produit de ces fonctions peut 
donc être mis sous la forme 


(u+e) (ur +0) fu, »), 


f étant un polynôme à coefficients entiers Mais si l’on 
effectue la multiplication des deux mêmes fonctions, on 
trouve le résultat. 


LeP Peeters 





AE ve 
DL 2 
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nous savons d’ailleurs que 
(ur w)=(u+oe)Æpyx(e, v); 


et 1l estévident que y(u,v) est divisible par u+ v, en 
sorte qu'on peut écrire 


fuP+wP)=(u+o) — plu +ov) fu, v), 


fi étant un polynôme à coefficients entiers. En égalant 
entre elles les deux expressions du produit que nous 
considérons, après avoir supprimé le facteur u+v, on 
obtient l'identité suivante : 


p—1 


(1) (u+o)P-1 + (uv) 4 — (ur +2) Ju, »v) + pflu, »), 


où f et f, sont évidemment des polynômes à coefficients 
entiers, fonctions symétriques des variables w et v. 
Remplaçons maintenant w et v par les deux racines 
de l’équation 
X?2 — EX nt 0;, 


où EË désigne une nouvelle variable; toutes les fonctions 
symétriques entières de u et w, à coefficients entiers. 
deviendront des fonctions entières de £, dans lesquelles 
les coefficients seront encore entiers; la formule (1) 
donnera donc 


(2) Gore EllPlEl = Px IE), 


en posant 


1 


Lio 7 ARMES ep Lone 
ou 


Bi mo-[+ VE] [ET 


et en désignant par o(£), 4(£) des polynômes à coeff- 


 cients entiers. 


S.— Alg. sup., 1I. II 


UE COS CP NO RTE TV 
RQ 
\{ EN. Na PRE 
{ 
\ 
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Maintenant, comme le polynôme E(£) est un divi- 
seur de 


EP — 1 — py(é), 


la congruence 


(4) E(&)=0o (mod. p), 


uw 


qui est du degré 2/71, aura 27! racines, et en désignant 
ces racines par 


E Ur 
Es G23 +. C2! ty 


on aura 


w(£) étant un polynôme à coefficients entiers. 
Les formules (3) et (5) donnent pour E(E) des valeurs 
qui doivent être identiques; si on les égale entre elles, et 





qu'on pose 
À 
x? g1 _ at g\ 
ST te VE +4 = + 
9 7° o 2 


il viendra, après avoir chassé les dénominateurs, 


À 
2 


PRE g20 — HER gs) +p?(x); | 


P(x) désigne un polynôme à coefficients entiers, et le 
signe Il exprime le produit des facteurs que représente 


l'expression 


quand on prend pour Ë chacune des racines de la con- 
gruence (4). Les facteurs dont il s’agit sont précisément 
les fonctions irréductibles que nous voulions trouver. 
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Sur une fonction irréductible du degré p, suivant le 


module p. 


360. La méthode que nous avons exposéeau n° 351 pour 
former les fonctions irréductibles n’est guère susceptible 
d’être appliquée; aussi doit-on attacher quelque impor- 
tance aux théorèmes qui précèdent et qui permettent de 
former directement une fonction irréductible de degré À, 
lorsque le nombre À ne renferme que les facteurs pre- 
miers du module diminué de l’unité; on verra effective- 
ment plus loin que la connaissance d’une fonction irré- 
ductible d’un degré quelconque, suivant un module 
premier, suffit pour qu’on puisse former directement 
toutes les autres fonctions irréductibles du même degré. 

Je présenterai encore ici une proposition qui fait con- 
naître une fonction irréductible du degré premier p, 
suivant le module p. 


TuéorÈMmEe. — $S1 le nombre g n'est pas divisible par 
le nombre premier p, la fonction x? — x — g est irre- 
ductible suivant le module p. 


En effet, soit F(x) un facteur irréductible, suivant le 
module p, de la fonction dont il s’agit. On aura 


xP—x—g=F{r)p{(r) (mod.p} 


o(x) étant un polynôme à coefficients entiers. On tire 


de là 
æP=x+g+F(x)p(x) (mod.p), 


et, en élevant les deux membres à la puissance p"1, 
xp x + g +F{(x)p(xr) (mod.p), 


o(x) désignant encore ici un polynôme à coefficients 
entiers. 
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Faisons successivement m1, 2, 3, ...,1l viendra 





= x + g + F(x)o(x) | 
XP + g +F{(x)o(r) = r + 29 + F(x)o(x) 
ele tie tn = 2 + 3g + F(r)y(s) 


al 


| (mod. p), 
et l’on aura, quel que soit m, 
ax + mg+F(r)p(x) (mod.p). 


Supposons maintenant que m désigne le degré de F(x); 
alors, F(x) divisant x?”"— x, la formule précédente 
exige que l’on ait 


mMmg—=O où m—=O (mod.p); 


m étant ainsi un multiple de p, on a mp; par suite 
F(x)ne peut être que la fonction x? — x — g elle-même. 


Classification des fonctions réduites suivant un module 
premuer et suivant une fonction irreductible. 


361. Soit F(x) une fonction entière irréductible sui- 
vant le module premier p; si l’on pose 


fir)=a+axz+ar+...+a, xt, 


do Aie) Mircétantidés entiers eu entre o et 





p —1, Ou entre —7——e et (x) sera l’expres- 


sion générale des fonctions Lire suivant le module p 
et suivant la fonction irréductible F(x). Le nombre total 
de ces fonctions réduites est p’ et nous avons vu que cha- 
cune d'elles satisfait à la condition 


[fix — f(x) =F(æ)#(x) (mod. p), 


PNOPPS er + D tx ta : 
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qui exprime que la fonction 
f(x) — f(x) 
est divisible par F(x) suivant le module p. 

Nous nous proposons d'établir ici à l'égard des fonc- 
uons f(x) une classification de tout point semblable à 
celle que nous avons faite pour les nombres entiers dans 
le Chapitre précédent. L'analyse que nous allons déve- 
lopper ne suppose pas le théorème que nous venons de 
rappeler; celui-ci, au contraire, se présentera comme 
une conséquence de cette analyse. 

Dans ce qui va suivre je ferai usage d’une notation 
particulière qu'il convient, je crois, d'introduire dans 
la théorie qui nous occupe. Puisque nous écrivons 
A = B (mod. p) pour exprimer que la différence des 
nombres À et B est divisible par p, il semble naturel 
d'admettre la notation 


F(x)=/f{x) [mod.p, F(x)] 


pour exprimer que la différence des deux fonctions en- 
tières f(x), f(x) est divisible, suivant le module p, par 
la fonction irréductible F(x). Celle-c1 prendra alors le 
nom de fonction modulaire, et je dirai que $ (x) et f(x) 
sont congrues suivant le module p et suivant la fonction 
modulaire F(x). Enfin, pour abréger le langage, je don- 
nerai le nom de résidus minima aux fonctions réduites 
suivant le module et suivant la fonction modulaire. 


362. Cela posé, soit X l’une quelconque des p'— 1 va- 
leurs de f(x) autres que zéro ; nous ferons, dans ce qui va 
suivre, abstraction de la valeur zéro. Les résidus minima 
des termes de la suite 


NN, XP aus 


seront aussi des valeurs de f(x). Mais, parce que f (à) 
A don ects 
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n'a que p’—1 valeurs distinctes, il faut que quelques- 
unes de ces valeurs se trouvent reproduites une infinité 
de fois dans la série des puissances de X. Supposons que 
l’on ait 
X"#=X% [mod.p, F(x)], 

ou 

X*{(X"—1)=o [mod.p, F(x)]. 
Comme X”" ne peut.être divisible par F(x), suivant le 
module p, 1l faut que l’on ait 


Nino PE xp 
et, par suite, 
X—1, XW=1, ... [mod.p, F(x)l 
Il y a donc une infinité de puissances de X congrues à 
l’unité. Soit 7 le plus petit nombre tel, que l’on ait 
X"=1 [mod.p, F{x)], 
on aura ces » valeurs de f(x) dont les résidus minima 
seront distincts, savoir 
(x) EX IN NOR ES Re NES 
Si l’on ap'— 1 = n, la suite (1), ou celle de ses résidus 
minima, comprendra toutes les valeurs de f(x). 
Si l’on a p’—1 > n, soit X, l’une des valeurs de f(x) 
qui ne sont pas comprises parmi les résidus minima de 


la suite (1); en multipliant les fonctions (1) par X,, on 


obtient les nouvelles fonctions 
(2) X,, XX, X?X,, ..., X7-1X,, 
dont les résidus minima sont distincts; car soient r/ et 7/ 


deux nombres inférieurs à 2; si l’on avait 
XYX,—X""X,=0 [mod.p, F{x)], 


comme X, ne peut être divisible par F(x), suivant le 


PR AT UE = | ‘ | - ; / 
eh AN, y ee , ” ‘ 


ne 
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module p, on aurait 
XX —9 [mod. P; F (x )} 


ce qui est contre l'hypothèse. En outre, les quantités (2) 
sont distinctes de (1); car si l’on avait, par exemple, 


XYX;,—=X"" [mod.p, F(x)], 
on aurait, en multipliant par X°7”, 


DER x" ou VX, —X"7 #7 [mod. p, F(x)|, 


ce qui est encore contraire à l'hypothèse. 

Il résulte de là que p'— 1 est égal ou supérieur à 27. 
Si p’—1 est >2n, soit X, une valeur de f(x) non 
comprise parmi les résidus minima des suites (1) et (2). 
En multipliant les fonctions (1) par X2:, on obtient les 
nouvelles fonctions 


(3) A 200 RE Re M dE OR 


Le raisonnement que nous venons de faire prouve que 
les résidus minima de ces fonctions (3) sont différents 
entre eux et distincts des résidus fournis par la suite (1); 
1l est aisé de voir qu'ils sont aussi distincts des résidus 
de la suite (2); car si l’on avait, par exemple, 


X#X,=X""X, [mod.p, F{x)| 
. . pm" . . 
en multipliant par X°”, il viendrait 
MAX Xe nn X, où X,—X" "+" X, [mod. p, F(x)], 
ce qui est contre l’hypothèse. 
Il résulte de là que p’—1 est égal ou supérieur à 3 ». Et, 
en poursuivant ce raisonnement, on voit que p’—1 est 


nécessairement un multiple de 7. 
S1 n est le plus petit nombre tel, que l’on ait 


X#=1 [mod.p, F{x)] 


Yi »'és | M PE Ur on OT ONE APR SSSR ER Re 
vs u A ATY 
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je dirai que la fonction X appartient à l'exposant n, 
suivant le module p et la fonction modulaire F(x). Ce 
nombre 7 étant un diviseur de p’— 1, la précédente con- 
gruence entraîne 


X7 10 [mod. p, F(x)]|, 


ce qui fournit une nouvelle démonstration du théorème 
démontré au n° 346: 


363. Taéorkme 1. — La fonction F(x), irréductible 
suivant le module p, étant du degré v et n désignant un 
diviseur quelconque de p'—1, 1l y à autant de fonc- 
tions réduites qui appartiennent à l’exposant n, suivant 
le double module! p, F(x)], qu'il y a d'unités dans le 
nombre q(n) qui exprime la totalité des nombres pre- 
miers et non supérieurs à n. 


La démonstration de ce théorème est identique à celle 


dont nous avons fait usage au n° 306, en nous occupant 
de la classification des nombres entiers relativement à un 
module premier. Nous la reproduirons cependant, à cause 
de l’importance du sujet. 

Supposons qu’il existe une fonction X, appartenant à 
l’exposant 7; les résidus minima des fonctions 


(1) LIN D RS TER EE 


seront distincts; d’ailleurs, si e désigne l’un quelconque 
des nombres 

1, 2, 3, NU {mieet) 
la congruence 

*=1 [mod.p, F(x)l 


entraînera 


(2) X=1 ou (X=1 [mod,p, F(x)], 


CR | 
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d’où il résulte que, si l’on substitue chacune des 7 fonc- 
tions (1) à X dans la fonction 


n 
A PR 


on obtiendra 7 résultats qui seront divisibles par F(x) 
suivant le module p; donc, d’après la proposition du 
n° 349, 1l n'existe aucune fonction réduite autre que les 
résidus des fonctions (1) dont la puissance nif®® soit divi- 
sible par F(x) suivant le module p. 

Désignons maintenant par mn l’exposant auquel appar- 
tent X°, c’est-à-dire le plus petit nombre tel, que l’on ait 


(3) (X£)2— X'*=1 [mod.p, F(zx)]. 


La congruence (2) exige que 7 soit un multiple de m; 
inversement, comme X, appartient à l’exposant 7, la con- 
gruence (3) exige que me soit un multiple de n, et, par 
suite, que m soit divisible par 2, lorsque e est premier à 7. 
Donc on a m—n, dans cette hypothèse; ainsi X‘ ap- 
partient à l’exposant » lorsque e est premier à 7. Mais, 
si z et e ont un diviseur commun 0 > 1, on aura 


= (x) [mod. p, F(x)]; 


et, par conséquent, X° n'appartient pas à l’exposant 7. 
S1 donc il existe des fonctions réduites appartenant à 
l'exposant 2, le nombre de ces fonctions est égal à o(n), 
o(7) indiquant, comme à l'ordinaire, combien il y a de 
nombres premiers et non supérieurs à 2. 

Cela posé, toute fonction réduite appartient à un expo- 
sant qui est l’un des diviseurs 


- 


RCE NT ARE 


L 


de p’— 1.51 donc on nomme (#7) le nombre des fonc- 
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tions réduites qui appartiennent à l’exposant 7, on aura 
v(d)+4(d)+%(d7) +...=p—xr, 
et, par suite, 
Y(d)+4(d)+4(d')+...=o(d)+o(d)+o(d) +... 
Mais, d’après ce qu’on a vu plus haut, on a 
ÿ(r)—o(x) ou ÿ(x) —o; 
le dernier cas ne saurait jamais avoir lieu, à cause de 
l'égalité qui précède; donc on a 
pr) =g(x). 


CorozLaire. — Îl y a g(p'—1) fonctions réduites 
qui appartiennent à l’exposant p’—1, suivant le mo- 


dule p et la fonction modulaire F(x). 


364. Taéorëme Il. — S: deux fonctions réduites X,, 
X, appartiennent, relativement au module p et à la 
fonction modulaire F(x), à des exposants n;, n2 pre- 
miers entre eux, le résidu minimum du produit X, X2 
appartiendra à l’exposant nn. 


En effet, soit s un exposant tel, que 
HU) (RX)=xXXi=r [mod p, F(x)}} 
on aura, par l'élévation à la puissance ,, 
XX: [mod. p, F(x)]), 


et, puisque X, appartient à l’exposantn,, cette congruence 
se réduit à 


(2) X%:=1 [mod.p, F{x)],. 


La congruence (2) montre que sn, est un multiple 
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de 72; mais 7, et, sont premiers entre eux, donc s est 
divisible par 7:. D'ailleurs », est l’un quelconque des 
nombres 7,, n2, par suite s est divisible par 7, et par 2; 
il l’est donc également par le produit n, 72. 

Enfin la congruence (1) étant satisfaite quand on prend 
S — 7", On voit que », 7, est effectivement l’exposant 


auquel appartient le produit X, X2. 


CorozLaire I. — 41 les fonctions réduites X,, X2, …, 
X; appartiennent, relativement au module p et à la 
fonction modulaire F(x), à des exposants n,, 12, ..., ni 
qui soient premiers entre eux, deux à deux, le résidu 
minimum de la fonction X, X:...X; appartiendra à 
l’exposant nn: ... ni. 


CorozLaiRe Il. — S: le nombre p'—1 est égal à 
2qg'rt...,q,r,... étant des nombres premiers impairs 
incégaux, et si Xo, X1, X2, ... désignent des fonctions 
réduites appartenant respectivement aux exposants 2°, 
g”, r*, .., Le produit X5 X4 X2 ..., ou son résidu mini- 
mum, appartiendra à l’exposant p'— 1. 


Des congruences suivant un module premier et suivant 
une fonction modulaire. 


365. Soit $(X) une fonction entière de la variable X, 
dans laquelle les coefficients des puissances de X soient 
des nombres entiers ou des fonctions entières de la va- 
riable x, prises suivant le module p et suivant la fonction 
irréductible F(x) d’un degré quelconque v. Je dirai que 
la valeur 


X—/f(x) 
est une racine de la congruence 


SR 0 [mod. p, F(x)|, 
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si, après la substitution de f(x) à X, la fonction F(X) 
est divisible par F{x), suivant le module p. 

Le corollaire du théorème démontré au n° 345 peut 
alors être énoncé comme il suit : 


Une congruence du degré m, suivant un module pre- 
mier et suivant une Ye irreductible, a au plus au- 
tant de racines qu'il y a d'unités dans son degre. 


366. Taéorime I. — Soient F(x) et f(x) deux fonc- 
tions irreductibles suivant le module p, la première du 
degré v, la deuxième d'un degré égal à y ou à un divi- 
seur de y. La congruence 


F(X)=0 [mod. p, F(zx)] 


a précisément autant de racines qu’il % a d’unites dans 
son degr e. 


En effet, le degré de $(X) étant un diviseur de v, 


on a 
XP X—SX) SF (X) +py(X), 


$, (X) et y(X) étant des polynômes à coefficients entiers. 
D'un autre côté, la congruence 


X?'_X=0 [mod. p, F(x)] 


a pour racines les p' fonctions réduites de x, zéro com- 
pris; d’ailleurs chacune des racines de cette congruence 
appartient à l’une ou à l’autre des deux 


F(X}=0o, S(X)=o [mod.p, F(x)]} 


et si l’une d'elles avait moins de racines qu'il n’y a 
d'unités dans son degré, il faudrait que l’autre en eût 
plus qu’il n’y a d’unités dans le sien, ce qui est IMpos- 
sible. Le théorème énoncé est donc établi. 


ri cle 
Fe 


[ea 
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367. Taéorëme II. — S: P(X) est un polynôme du 
degre m dont les coefficients soient des nombres entiers. 
et dans lequel le coefficient de X" ne se réduise pas à 
zero, suivant le module p>; on pourra trouver une fonc- 
tion irréductible F(x) suivant le module p telle, que la 
congruence 

P(X)=o [mod.p, F(r)] 
ait m racines. 


En effet, décomposons le polynôme D{(X) en facteurs 
irréductibles suivant le module p; soit 


P(X)=%(X)#(X)%,(X)... (mod.p), 


et désignons par 74, 7», 73, ... les nombres inégaux 
par lesquels on peut exprimer les degrés des polynômes 
irréductibles ®,, P,, .... Chacun de ces facteurs divi- 
sera, suivant le module p, l’une des fonctions 


TRES CD ESS CURS dE ETS RARE 


si donc y désigne le plus petit nombre divisible à la fois 
par 74, Ro, ..., les mêmes polynômes diviseront aussi 


XP —X. 
Par conséquent, si l’on prend une fonction irréduc- 
tible F(x) de degré v, chacune des congruences 
P(X) 
P2(X) 


[mod. p, F(x)! 
&3(X) 


I UN | 


O 
0 * 
O 


aura (n° 366) autant de racines qu'il y a d'unités dans 
son degré, et il s'ensuit que la proposée aura elle-même 
autant de racines égales ou inégales qu'il y a d’unités 
dans son degré. 
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Propriétés des racines d'une congruence dont le premier 
membre est une fonction irréductible de degré égal 
au degré de la fonction modulaire ou égal à un sous- 
multiple de ce degré. 


368. Taéorime. — Si F(x) et f(x) sont deux fonc- 
tions entières irréductibles suivant le module p, la pre- 
mière du degré y, la seconde d'un degré p égal à v ou 
à un sous-multiple de y; si en outre X, désigne l’une 
quelconque des racines de la congruence 


1) F(X)=o [mod.p, F(x)], 


Les racines de cette congruence seront Les résidus minima 
des puissances 


e XXE IX PERTE 
En effet, on a (n° 347) 
S(X7")=[F(X)P" (mod. p), 
et puisque X, satisfait à la congruence (1), on aura 
F(X?")=0o [mod. p, F(x)]; 


donc chacune des puissances (2) ou son résidu minimum 
est racine de la proposée. ITreste à prouver que les résidus 
de ces puissances sont distincts. Si l’on avait 


XF""æ=X?" [mod.p, F(x)|, 
il s’ensuivrait 


XF" [XF PP 1]=0 [mod-p,, EF} 
puis 
XPT ARTE) 0 [mod. P; F(x)]. 


L’exposant auquel appartient X, est donc un diviseur 
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de p#(p?— 1) et, par suite, un diviseur de p?—1, car cet 
exposant ne renferme pas le facteur p; on a en consé- 
quence 

XP?"—1=0o [mod.p, F(x)]. 


Mais cela est impossible, puisque n est <u; donc les 
résidus des puissances (2) sont distincts. 


ConorLaire. — S: F{x) désigne une fonction irré- 
ductible du degré v suivant le module premier p, la 


congruence 
F(X)=0o [mod.p, F{x)] 


a pour racines les résidus minima des y puissances 


2 v—1 
LOST LP os, CHE 


Des racines primitives de la congruence 
X?—1—1=o [mod.p, F(x}]. 


369. Quelle que soit la fonction entière F{(x) de de- 
gré v, irréductible suivant le module premier p, parmi 
les p'— 1 racines de la congruence 


(x) XP—1—1=o [mod.p, F(x)] 


il y en a o(p'—1) qui appartiennent (n° 363) à l’expo- 
sant p’— 1; nous les nommerons racines primitives. 

S1 X désigne l’une quelconque des racines primitives, 
les racines de la précédente congruence seront les résidus 
minima des puissances 


ONE TE NX PET 
Le nombre p’—1 étant décomposé en un produit 


%g*r*... de facteurs premiers, pour avoir une racine 
primitive de la congruence (1), il suffira, d’après le co- 





ENT RATE ME CT A 
NE A7 rs we v Ge 
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rollaire II du n° 364, de former les congruences 
(2) X*—1=0, XŸ—1—=0, X"—1=0... [mod.p, F(x)|, 


et de chercher des racines de ces congruences qui appar- 
tiennent respectivement aux exposants 2°, g4, 7”, .... 
Ces dernières racines peuvent être nommées primitives à 
l'égard de celles des congruences (2) auxquelles elles se 
rapportent. 

Si la fonction modulaire F{x) est choisie parmi les 
fonctions irréductibles du degré » qui appartiennent à 
l’exposant p’— 1, il est évident que les p'—r racines 
de la congruence (1) seront les résidus des puissances 


3 MA A À 
Tao Wsse RTE 


car æ est, dans ce cas, une racine primitive de la con- 
gruence. 


370. Lorsque l’on connaît une fonction irréductible 
F(x) de degré »v, relativement au module p, et qu’on a 
obtenu, au moyen de cette fonction, une racine primi- 
tive de la congruence 


(1) XP—1—1—=0 [mod.p, F(x)] 


on peut trouver facilement toutes les fonctions irréduc- 
bles dont le degré est égal à y ou à un diviseur de v. En 
d’autres termes, on peut effectuer la décomposition de la 
fonction 


y v 
xP — x ou XP —X 


en facteurs irréductibles suivant le module p. 

En effet, soit X, une racine primitive de la con- 
gruence (1); toute puissance X® sera racine d’une con- 
gruence telle que 


(2) f(X)j=0o [mod.p, F(x)]l 


1? 


RAT 
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F(X) étant une fonction irréductible suivant le module p, 
dont le degré p est égal à y ou à un diviseur de v. Alors 
les racines de la congruence (2) seront (n° 308) 


(3) NÉAER REX CR Te Xe, 

et, comme on doit avoir 

(AUX = Xe ou XV——1 [mod.p, F(x)l, 

l'exposant e(p*—1) sera un multiple de p’—:1. Posons 
PI VESUNTUtS 


et supposons que 7n soil le plus grand commun diviseur 
des nombres e et p’—1; la condition pour que la con- 
gruence (4) ait lieu se réduira à celle de la divisibilité 
de p*— 1 par ». Mais, pour que les fonctions (3°) soient 
effectivement distinctes, il faut en outre que soit le plus 
petit nombre tel, que p#— 1 soit divisible par ». 

Le degré u de la congruence (2) étant ainsi déterminé, 
on aura identiquement (n° 345) 


FX) (x = X2)(X — XP)... (X — XP") [mod. p, F(x)]}, 


et, après avoir effectué le produit des binômes contenus 
dans le second membre de cette formule, on aura une 
expression de $(X) de laquelle la variable x aura disparu. 
On pourra former de cette manière toutes les fonctions 
irréductibles dans lesquelles la fonction X? —X peul 
être décomposée. 
Si l’on désigne par k l’exposant auquel appartient X°, 


on aura 
KE [mod. P F{x)]}, 


d’où il résulte que ke est divisible par p’—1 = mn, et 
que, par suite, À est un multiple de 7; mais comme la 


S. — Alg. sup., W 12 
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congruence précédente est satisfaite par # — 7 on voit 
que X£ appartient à l’exposant ». 

Je dis en outre que la fonction irréductible f(X) ap- 
partient à l’exposant ». En effet, désignons par #,(X) 
et P(X) le quotient et Le reste de la division de X*—1 
par #(X) suivant le module p, on aura 


Xr—1= SX) RÛX) + 8(X) +px(X), 
x étant une fonction entière. Cela posé, les congruences 
X— 1—=0o, FC =D [mod. p, F(x)] 


admettent les p racines qui forment la suite (3); donc ces 
racines appartiendront aussi à la congruence 


b(X)=0o [mod.p, F(r)|, 


etcomme celle-cine peut être d’un degré supérieur àu—1, 
elle est nécessairement identique et l’on a 


?(X)=0o (mod.p), 
d’où 
X4— 1 —S(X)9 (X) PRES 


ce qui exprime la proposition énoncée. 


371. D'après ce que nous venons de voir, si l’on veut 
former toutes les fonctions irréductibles du degré y qui 
appartiennent à l'exposant 2, diviseur propre de p—1, 


on posera 
DÉSERT, 


et l’on prendra ensuite pour e l’un quelconque des mul- 
tiples de m2 premiers à 2. L'expression générale des fonc- 
tions demandées sera 


F(X) = (X —X:) (XX) (Xe x") mod pare 
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Si l’on veut avoir les fonctions irréductibles qui appar- 
tiennent à l'exposant p*— 1 et auxquelles répondent les 
racines primitives, on fera m—1,n—p—1, en sorte 

22 EE à 
qu'il suffira de prendre pour e, dans la formule précé- 
dente, tous les nombres premiers à p’— 1 et à p. l 


Du point de vue sous lequel Galois a envisagé les 
congruences suivant un module premier et une fonc- 
tion modulaire. 


372. Dans la théorie des congruences ordinaires, on 
traite comme s'ils étaient nuls tous les nombres divisibles 
par le module. Et de même, dans l’analyse qui se rap- 
porte aux congruences de la forme 


F(X;,æ)=o [mod.p, F(x)], 


on opère comme si les multiples de F(x) s’évanouissaient. 
Or il y a ici une indéterminée x qu’on peut faire servir 
naturellement à l’'évanouissement des multiples de F(x); 
il suffit effectivement de convenir que cette indétermi- 
née x est une racine imaginaire de la congruence irre- 


ductible 
F(x)=0o (mod. p). 


Ainsi peuvent s’introduire dans l’analyse de nouvelles 
imaginaires dont l'emploi offre certains avantages, bien 
qu'il ne soit pas indispensable. Cette conception est 
entièrement due à Galois, qui l’a exposée succinctement 
dans le Bulletin des Sciences mathématiques de Fe- 


russac (t. XIIT, p. 398) (!). 





(*) L'article publié par Galois en 1830 dans le Bulletin de Férussac a 
été réimprimé ensuite avec ses autres Mémoires dans le tome XI du 
Journal de Mathématiques pures et appliquées, 
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La théorie que nous avons développée nous donne, au 
point de vue de Galois, les propositions suivantes : 


TuéorÈème 1. — Si: désigne une racine iMAgIinaAr e de 
la congruence irréductible de degré v, 


F(x)}=0o (mod.p) 
une congruence non identique de degré m, 
o(x)=0o (mod.p) « 
ne peut avoir plus de m racines distinctes de la forme 
do + ik a+. ..+ at, 
Où A, &i,--., 4,_, désignent des entiers inférieurs à p. 
Tuéorime Il. — La congruence 
xl — ro (mod.p) 
admet toutes les p' racines de la forme 
dy + ik +... + ani, 
: désignant une racine de la congruence irréductible 


F(x)=o (mod.p), 
de degré v. ré 


THéorëME IL. — Za congruence irréductible 
F(æ)=0 (mod. p) 


de degré v admet y racines qui peuvent étre représen- 
tées par 
PAS TT OST TIRE 

Tuéorime IV. — Une congruence quelconque non 
identique a autant de racines égales ou inégales qu'il 
y a d'unités dans son degré; toutes ces racines sont des 
fonctions entières d'une méme racine imaginaire d'une 
congruence irreductible. 
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Taéorëme V. — La congruence 
xP1—1=o (mod.p) 


admet des racines primitives; chacune de celles-ci est 
racine d'une congruence irréductible de degré y, et ses 
puissances fournissent toutes les racines de la con- 
gruence proposée. 


: LS <d y PRET ER | C3 
Taéorème VI — Si l'on à p—1= qq. .q®, 
D, gm)etant, des nombres premiers inégaux 
RIT AS, es Un des entiers quelconques, el que ri, 
la, -.., lm désignent des racines primitives pour les 
congruences respectives, 


qu 


q°1 qg°2 
2: d , æ" —1=0 (mod.p) 


ON eu 1-0, mn. 
le produit r; ro: ... rm sera une racine primitive de la 
congruence 

æP—l1—1=o (mod.p) 


Application de la théorie précédente au cas du 


module 7. 


313. Il ne sera pas inutile d'examiner quelques-uns 
des cas d’un module particulier. Je choisirai à cet effet le 
module 7, qui a 3 pour racine primitive, et je prendrai 
les résidus suivant ce module, entre les limites — 3 et 
+ 3. 


2 , 
De la congruence x t—1= (mod. 7). — Le théo- 
rème du n° 358 nous donne immédiatement les trois 
fonctions irréductibles du deuxième degré 


LOL, Lac, x 3. 


Nous plaçant ici au point de vue de Galois, cherchons 
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une racine primitive de la congruence 

(1) AT 0 OUT 120: 

en partant de la racine z de la congruence irréductible 
(2) x?+1==o (mod. 7) 

À cet effet, comme 48 — 24 X 3, 1l nous faut connaître 
une racine primitive des deux 

(3) x—1=0, x6—1=o (mod.7) 

La première de ces congruences a 2 pour racine primi- 


tive, et les racines primitives de la deuxième appar- 
tiennent à 


(4) Re. (mod. 7), 


laquelle, à cause de 2?=— 1, se décompose en deux 
autres, savoir : 
z— io, xt+i=o (mod. 7) 
Considérons la première 
æt— i=o (mod. 7), 


et posons 
LT —= do + ii, 
il viendra 


aj— 3ajaii— ajaii— 3açai+atit=i (mod.7) 
et, en réduisant à l’aide de =—1, 
(a +aiai+ai)+(—Saia+3aai—1)i=o (mod. 7) 
d’où 
aj+açai+ai=0, —3aia; +B3aça —1=0 (mod. 7) 
On satisfait à ces congruences en posant 
= 2 0: 


donc la deuxième des congruences (3) a la racine primi- 
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tive 2— 31; par suite la proposée a la racine primitive 
(5) x=2X(2—3i)=—3+i (mod. 7). 

En élevant au carré, il viendra 

(6) L=9 +i+itæl+i, 

et, en éliminant : entre(5)et (6), 
x'—x+3—=o (mod. 7) 


Telle est la congruence irréductible dont dépend la 
racine primitive demandée. Si l’on représente par £ cette 
racine, les 48 racines de la congruence (1) seront les va- 
leurs des puissances 


ë, DE 64 ere; AE 
réduites par le moyen de la congruence 


—i+3—=o (mod.7). 


314. De la congruence x-1—1—=0 (mod. 7). — 
Le théorème du n° 358 indique, pour le module 7, l’exis- 
tence des quatre fonctions irréductibles du troisième 
degré 


2 — 2, xt — 3, 28 + 3, x +. 0, 
Nous désignerons par : une racine de la congruence 
Ë—=2 (mod.7), 
et alors les racines de la proposée seront de la forme 
dy + ai + a À. 


Cherchons une racine primitive de la congruence pro- 
posée qui est 


Qi} 2 1=0o ou z2#_1=0o (mod. 7). 


Il suffit pour cela d’avoir une racine primitive de chacune 
des trois suivantes : 


(2) r?—1=0, v°--1=0, ®—1=0 (mod. 7) 
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La racine primitive de la première des congruences (2) 
est — 1; la deuxième de ces congruences (2) peut se 
mettre sous la forme 

(xi—1){(r— 2) (8 +3)=— (mod. 7), < 
et ses racines primitives sont les racines des deux con- 
gruences 

a==9, = —3 , (mod-g); 

donc z est racine primitive de la deuxième des con- 
gruences (2). Ilreste à trouver une racine de xt°—1=0, 
ou plutôt de 


—œ0 (mod. 7). 


Examinons si l’on peut satisfaire à cette congruence 
en posant simplement x —aÿ+ait au lieu de 
do + ai + ai? ; nous devrons avoir 

(ay + mi) =1 (mod. 7), 


ce qui, en développant par la formule du binôme, et ré- 
duisant les puissances de &5, a, et 1 par les formules 


a" = 14, ar, p P= 2 (mod) 


se réduit à 


Il 


3[a, —ai ai +{(ai a +aia;)?]=t, 
d’où, en séparant, 

3a, — 3afai=1, ai a?+aia =o. 
Ces deux dernières conditions sont satisfaites en posant 

joie 
Donc —1+7 est une racine primitive de la troisième 
des congruences (2). Le produit des trois quantités 
— 1, 4, —1—+i, 


qui est 
Th 


L 
: 
"À 
De 
7e 
“- 


Sid LCI i LU , j , * … 
is er k L v ” 
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sera donc une racine primitive de la congruence proposée 
x —1=0 (mod. 7); 


par conséquent, cette expression jouit de la propriété 
qu’en l’élevant à toutes les puissances on obtiendra 7°—1 
expressions différentes et de la forme 


dy + di + a. 


Si l’on veut connaître la congruence irréductible dont 
dépend la racine que nous venons de trouver, il faudra 
éliminer z entre 


æœmi—#® et #—2 (mod.7). 


En élevant la valeur de x au cube, puis réduisant les 
exposants de z, 1l vient 


2=—2+i—à (mod.7) 
d’où 
xi—x+2—=0 (mod. 7). 
- Il sera convenable de prendre pour base des imagi- 
naires et de représenter par ti la racine de cette con- 
gruence, en sorle que l’on aura 


.9 


5—i+2=o {mod.7) 
et l’on obtiendra toutes les imaginaires de la forme 
Ap + dyi + dot 


en élevant z à toutes les puissances et réduisant par la 
précédente congruence. 


LA 
219 De’la congruence x 7!—1==0 (mod. 7). — 
Le théorème du n° 354 nous fait connaître une fonction 
irréductible du quatrième degré, suivant le module 7, 


savoir ! 
X°— I 





OÙ + + +z+i; 


EE nt 
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effectivement le module 7 est racine primitive pour le 
nombre premier 5. En outre, d’après le théorème dé- 
montré au n°3958, chacune des trois fonctions binômes 


tir, el6+ 9, x6— 3 


est décomposable suivant le module 7 en quatre facteurs 
irréductibles du quatrième degré. On trouve par l’analyse 
du n° 359 que ces facteurs sont respectivement 


Z'+ x— 1, x* + 2x? — 9, xt+ x'+3, 
L'— x?— 1, x*— 2x? — 2, xt— x +3, 
at + 3x? — 1, xt + 3x? — 0, at 2x? + 3, 


A En at — 3xrt— 9, xt — 2x? + 3. 


Nous désignerons par £ une racine de la congruence 


(x) t+3%—2=o (mod.7), 

et nous chercherons une racine primitive de la con- 
gruence 

(2) 2"1—ji=o où x#%_1=o ({mod.7) 


Comme 2400 = 25.3.52 — 32 XK 3 X 25, 1l nous faut 
connaître une racine primitive de chacune des trois con- 
gruences 


(3) x?—1=0, x°—1=0, x%—1=0 ({mod.7) 
Or la congruence (1) donne 


> — 31° 


1 + 3% } (mod. 7) 


it 


(4) ë 


= 0 


Il 


et, par suite, 
(68 — (#)6= —r (mod.7) 


Il résulte de là que 1? est une racine primitive de la pre- 
mière des congruences (3\; la deuxième congruence (3) 


de 1 
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admet 2 comme racine primitive; il reste donc à con- 
naître une racine primitive de la troisième 


2x1 (mod.7); 
essayons d’y satisfaire en posant 
T = ai + bë ; 


en substituant cette valeur, réduisant au moyen des for- 


mules (4) et égalant ensuite à zéro les coefficients des 
puissances de 1, il vient 


D 0 93a bb" ==0 
20 + 3a3b?— 2ab —=0 
| (mod. 7), 
nb na pt — 0 
4 ou bb Lab El 0 
congruences auxquelles on satisfait en posant a — 3, 
b— 2. Ainsi 31 + 21? est une racine primitive de 
x%5—1=—=0o, car il est facile de s'assurer qu’elle ne sa- 
tisfait pas à x°—1—0. La congruence proposée admet 
donc la racine primitive 
x=28(3i+oi) = — it — 3, 
ou, en réduisant, 
454 L—=—2+i+ 37 Lo. 
On tire de là 
A — 1 —i+È— 3, 
(6) L——i1+i—3/+oû, 
at = 3 — 3i +, 
et, en éliminant 1, on trouve 


(7) xt— 22—2r—2—=0 (mod. 7). 


Si l’on désigne maintenant par & une racine de cette 
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congruence (7), les 2400 premières puissances de à don- 
neront toutes les racines de la congruence 


æ90 —r1=o: (mod. 7). 


376. À l'égard des fonctions irréductibles de degré 
supérieur à 4 pour le module 7, je me bornerai, en termi- 
nant, à des indications que le lecteur pourra développer 
sans difficulté. Nous n’avons aucun théorème qui nous 
permette de former directement une fonction irréductible 
du cinquième degré relativement au module 9. Mais il 
est aisé d'en obtenir une par tâtonnements, Ainsi on 
reconnaît que la fonction 


LS + x 3 


est irréductible suivant le module 7, parce que, si le 
contraire avait lieu, cette fonction aurait un diviseur du 
premier ou du deuxième degré, lequel appartiendrait, en 
même temps, à la fonction x#8— 1; or il est facile de 
s'assurer que cette fonction et la proposée n’ont aucun 
diviseur commun suivant le module 7. Il y a plus; la 
fonction xÿ + x — 3 appartient à l’exposant 75-—1, en 
sorte que, si l’on désigne par une racine de la congruence 
irréductible 
5+i—3—=0o (mod.7), 


les 75—1 premières puissances de & donneront les ra- 
cines de la congruence 


FRE) re 


A (mod. 7). 


LC 


Dans le sixième degté, il y a deux fonctions binômes 
irréductibles, savoir : x6 + 2 et x6— 3, et il est facile 
de conclure de l’une ou de l’autre une racine primitive 
de la congruence 


—}=0 1" (mod, 7} 
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Par exemple, si l’on pose 
= — 2 (mod.7) 


il suffira de déterminer une racine primitive de chacune 
des quatre congruences 


xl$—1=0, x°—1—=0, x—1—=0, x—1=0o (mod.7), 


en procédant comme nous l’avons fait dans les cas que 
nous avons examinés précédemment. On reconnaît faci- 
lement que 1 +1 est une racine primitive de la con- 
gruence proposée ; cette racine appartient à la con- 
gruence irréductible 


(x—1)+2=o (mod. 7). 


Enfin, dans le septième degré, nous connaissons une 
fonction irréductible, par le théorème du n° 360, savoir : 
XT—x— g, g étant différent de zéro. Si l’on désigne 
par z une racine de la congruence irréductible 


Î—i—3—=0 (mod. 7) 


on reconnaîtra facilement quezest racine primitive pour 
la congruence 


xt 1=0 (mod. 7). 
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CHAPITRE IV. 


DÉTERMINATION DES FONCTIONS ENTIÈRES IRRÉDUCTIBLES, 
SUIVANT UN MODULE PREMIER, DANS LE CAS OU LE DEGRÉ 
EST UNE PUISSANCE DU MODULE. 


Sur les fonctions entières irréductibles, suivant ur 
module premier, dans le cas où le degré est égal au 
module. 


317. Dans un travail qui fait partie du tome XXXV 
des Mémoires de l’Académie des Sciences, et dont mon 
Algèbre supérieure reproduit les résultats, j'ai montré 
qu’on peut obtenir immédiatement une fonction entière 
du degré v irréductible suivant le module premier p, 
lorsque le nombre v ne renferme aucun facteur premier 
différent de ceux qui divisent p—1, et aussi lorsque 
ce degré est précisément égal au module. 

Je me propose ici de revenir sur le dernier de ces 
deux cas et d'exécuter la décomposition de la fonction 
xP?— x en facteurs irréductibles suivant le module p. 


Posons 
Contre ART 
X,=rP"— Ê PS DM PIRE DRE 1 put)... (p—At#i) ET En 
I ; s 1: 2000 


(2) 
+ Eee 


il est évident que l’on aura 
(2) Xuu=X/—X, ([mod.p). 


Muluplions entre elles les p — 1 congruences comprises 


+, .e 
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dans la formule (2) quand on attribue à u les valeurs 
1,2, 3. ...(p —1), et divisons ensuite la congruence ré- 
sultante par X° X3...X,_,, il viendra 


(3) X,=X, (XP —1)(X8 —71).,.,(X22 —1) (mod.p); 


PEL 4 
mais la formule (1) donne 
Xi 2? —x, et X,=xl—x (mod.p), 


en sorte que le quotient V de X, par X, est égal au 
produit de toutes les fonctions entières irréductibles de 
degré p; on a, par la formule (3), 

a) (XP —1)...(XP 5; —1). (mod.p} 


et l’on sait d’ailleurs que 


XX 1) (X,.— SRE p—1) (mod.p). 


Ainsi chacun des facteurs X?-!— 1 de V est, d’après 
la formule (5), le produit de p—1 facteurs X,— g, où 
g a les valeurs 1, 2,...(p—1), et chacun de ces fac- 


teurs X,—g est lui-même le produit de p“-! facteurs 
irréductibles du degré p. En particulier, le facteur 
X#—— 1 est le produit des p—1 polynômes irréduc- 
üubles 

(6) LP— x —S$, 


que j'ai considérés précédemment. 


318. Les fonctions entières irréductibles du degré p 
peuvent être distinguées en p—1 genres, en compre- 
nant dans le ui" genre toutes celles dont XP-1— r est 
le produit. Le premier genre comprend les p— 1 fonc- 
tions (6). 


Soit £ une racine de la congruence irréductible 


(7) iP—i—1=o (mod.p) 


Pt 
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les racines de cette congruence seront 
£, HI, i + 2, .. + Riu, 


et il est évident que les p racines de la congruence 


æ—x—g—=o (mod.p) 


seront 


st 


,.gliti} gli)... g8(+rx} 


en sorte que les fonctions irréductibles du premier 
genre sont caractérisées par cette circonstance que leurs 
racines sont des fonctions linéaires de 2. 
Je dis que généralement les fonctions du p°"° genre 
ont pour racines des fonctions entières de i du degré p. 
En effet, considérons une telle foncüon, et dési- 
gnons par 


(8) fli)=aç+ai+ ai +, ,.+ à, APE 


l'une des racines de la congruence obtenue en l’égalant 
à zéro, suivant le module p. D’après ce qui aété dit plus 
haut, f (1) seraracine de la congruence X,=g (mod. p), 
dans laquelle g aune valeur convenable. Exécutant la 
substitution et observant que 


"= (a) =f (im) (mod. p) 
il viendra 


EE O NE = FH ei) he 





JAI EIESES 
+ (it É fin) + (fs (mod. p). 


Cette congruence est nécessairement identique, car 
son premier membre est un polynôme en : de degré in- 
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férieur à p; d’ailleurs ce premier membre est la diffé- 
rence ui°"e de f(1) relative à la différence constante 1 
attribuée à 1; donc, puisqu'il se réduit à la constante g 
différente de zéro, le degré de f{1) est précisément égal 
à; On a, en conséquence, 


& 


M ——— À By — Ayo... = ap = O0. 


Pen He 


319. Il est aisé d'obtenir les fonctions irréductibles 
des différents genres. Supposons que les p coefficients 
do dy, ..., Ap_1 de la formule (8) restent indéterminés, 
en excluant le cas où f (1) se réduirait à la constante 4, 
et considérons la congruence | 


(9) P[S(E)—x]=o (mod. p), 


dans laquelle À prendra les p valeurs 0,1, 2, ..., p—1. 
Si l’on rabaisse au-dessous de p les exposants de ri, en 
faisant usage de la congruence (7), la formule (0) 
donnera p congruences, dont les premiers membres 
seront des fonctions homogènes et linéaires des puis- 
sances 10, 11,12, ..., 1P71. En égalant à zéro, suivant le 
module p, le déterminant F(x) formé avec les coeffi- 
cients de ces puissances de à, on obtiendra la congruence 
irréductible dont les racines sont 


(10) PORT TETE etes LEP — 1); 


F(x) sera donc une fonction entière irréducüble du 
degré p. 


Si l’on fait, pour abréger l'écriture, 
! 
Ag + A = As 


et qu'on regarde a) comme équivalent à a, en sorte 
S, — Alg. sup., LU, 13 


? « 
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que a, représente &o + &p_, On trouve immédiatement 


do — TL a; do .. Ap—3 À p—2 lp 
! 

Ap—1 LCA nan Gi CR € p—4 Ap—3 Æp—2 
! LU 

Apr. Ag ot Se Op AR ARE 

(rar) F(r)— — e no 0 © 015,9 5» 19 eue ss pele tn eee o se in De .. 

! ! ! 

CA a, a, saoit AE do 
! ! 4 ! 

Ag a, a, + GERS ay —Z 
! 1 ' 1 ! 

a; a, a, . 4, a, _ a, —x 


Telle est l'expression générale des fonctions irréduc- 
tibles du degré p suivant le module p. 

Si l’on veut avoir les fonctions du pi*"° genre, on 
fera 


(12) Guy 0, ia = 0 Re 
et l’on peut supposer aussi 
(13) EE o: 


En effet, la congruence F(x)=o (mod. p) est celle 
dont dépendent les racines (10); or, parmi ces expres- 
sions (10), il y en a une, f(i+À), dans laquelle le 
coefficient de #7! est congru à zéro, et rien n'empêche 
de substituer dans notre analyse f{i + À) à f(i). 

Ayant donc égard aux équations (12) et (13), si l’on 
attribue aux coefficients a, 4, ..., a,_2 les valeurs 
0, 1,2, ...,p—1 età a, les mêmes valeurs, zéro excepté, 
la formule (11) fera connaître les (p— 1) p“-! fonctions 
irréductibles du ui?" genre. 

Si on fait l'application au cas de w = 1 et à celui de 
bp —= 2, On irouvera : 


IPPPOUP UE, F(r)= 2? — x — a;; 


| Pp—1 p-1712 
2° Pour p—2, FEfri=tes to Lier —.,) k — dy i | ra 
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380. Parmi les fonctions du { p — 1)*"° genre, il faut 
remarquer celles qui répondent au cas où les coefficients 
de la formule (8) sont nuls, à l'exception de a et 4ap_1; 
ces fonctions ont pour expression 


F(x) à (æ fa as)? + dp—1 [(x at Cp Lio — 1}, 


et elles ont cette propriété que les racines de la con- 
gruence F(x)=o (mod. p) sont des fonctions ration- 
nelles et linéaires de l’une d’entre elles. Effectivement, 
la congruence dont il s’agit peut, si l’on y introduit la 
racine &,, se mettre sous la forme 


MR ER dom LP 


P=—= 
< x + (ap_j — 4) 


(mod. p), 

et l’on sait d’ailleurs que ses racines peuvent être repré- 
, 4 | 

BEC ApALT, LP, xp, +, MPa 


Sur Les fonctions entières irreductibles suivant un 
module premier, dans le cas où le degré est une 
puissance du module. 


381. Je me propose d’examiner ici le cas plus gé- 
néral des fonctions entières irréductibles, dont le degré 


est égal à une puissance quelconque du module pre- 
mier p. 
Posons, comme dans le précédent article, 


A 2 sets VV: = 
X =" — Ê 2 EE DEL vas pe 4 
Lt RUN 


+) a+ (is (mod. p) 


formule de laquelle résulte la congruence 


(2) Xun = Xi — Xy (mod, p). 


mdr ET NT Le EN ER ET RE 
L > 3 a en * S "À à DA à 5; aË EG + 
dé 7 - nL247 
ag : + À Wa TS 
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La formule (1) peut s’écrire symboliquement de Ja 
manière suivante : 


Xy,=(E—1)}" (mod.p) 


en convenant que, après avoir effectué l'opération indi- 
quée dans le second membre, on remplacera chaque 
puissance £"—# de £ par x?" *. Alors, si l'indice p est 
divisible par une puissance de p, et que l’on fasse 


ue nt 
L—VP 53 


on aura symboliquement 


x 


X,yn= (E —1) "= [EST Te EN, (mod. p;, 
c’est-à-dire 


Rome 0" pl Er EI) CSSS 


I 1,2 1488 


(3) 
+ (—1)t = ape + (—1}z (mod.p); 
dans le cas dev —1:1,ona 


(4) X,» == Pl — x (mod. p). 


La formule (2) exprime que X, se change en X,., 
quand on change x en xP— x; d’ailleurs la même for- 





mule se réduit, pour g = », à 
X: ER) X, = A 


ce qui montre qu'on doit regarder X, comm. “tant égal 
à x. Il résulte de là que, pour exécuter p fois de suite, 
dans les formules (1) et (3), le changement de x en 
æP— x, il suffit d'ajouter p unités aux indices des fonc- 


L'ART SRE 
TE LS (ane x 
L: : 
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tions X qui y figurent. La formule (3) devient ainsi 


v{v—1)...(v—4+i) xp hP" 


dr: vp" p] (v—1) pt 
LUE Xp» —5X +...+(—1})f 1.2 Fi e 


+ (—:1)1 - Mure (—1}X, (mod. p). 


392. Je désignerai généralement par V, le produit 
de toutes les fonctions entières de degré p", irréduc- 
tibles suivant le module p. D’après la formule (4), ce 
produit est égal au quotient des deux fonctions X»», 


Xpr1; ainsi l’on a 
(6) Xhm=Xh"1V, (mod.p). 
Ensuite la formule (2) donne 


Xu+1 = vx Car" Xp) 


Es rese D 
Xy+9 nes X£ 41 mr Xy+i 


— XP 
Xy+ = D pre leme Xy+v1 


multipliant ces congruences entre elles et divisant la 
formule résultante par le produit X,,, X,,3...X,,,;, 
il vient 


PR x (XP rx tr) (XP Ur) [mod. p}, 


Faisons 
F D —+v=p", 


il viendra, à cause de la formule (6), 


8) V,= (Xe — 1) (XP — 1) (KPriys— 1). (Khra—1) (mod. p). 


À 


Chacun des facteurs X#52,,_,— 1 du second membre 
de la formule (8) se décompose en p—1 facteurs 
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Xp nn —g, où ga les valeurs 1, 2, ..., p—1, et 
cette dernière fonction est elle-même le produit de 
pl" "#H-r1 facteurs irréductibles du degré p”. 

Il y a lieu de distinguer en plusieurs genres les fonc- 
tions entières irréductibles de degré p”, ainsi que je lai 
fait déjà dans le cas particulier de n — 1. Je nommerai 
fonctions du X*®e genre celles dont X7,5,1,—1 est le 
produit, À ayant les valeurs 


1,025 CLAIRE) DS 
et le dernier genre, celui qui répond à À=(p—1)p""!, 
sera dit le genre principal. 

Si l’on exécute le changement de x en x?— x, dans 
le second membre de la formule (8), chacun des 
p'—p""1— 1 premiers facteurs entre parenthèses se 
changera dans le facteur suivant, d’après ce qui a été 
dit plus haut. Quant au dernier facteur X},1,—1, qui 
est le produit des fonctions irréductibles du genre prin- 
cipal, il se changera en X?7'— 1, ce qui est le premier 
facteur de V,,,, c’est-à-dire le produit des fonctions 
entières irréductibles du degré p"+! et du premier genre. 
De cette considération résulte immédiatement le théo- 
rème suivant : 


Tréorkme. — Soit F(x) une fonction entière du 
degré p”, irréductible suivant le module premier p. Si 
cette fonction appartient au X°"e genre supposé non 
principal, la fonction F(xr— x) ou F(X,) sera réduc- 
tible, et elle se décomposera en p facteurs du degré p?, 
irréductibles suivant le module p et appartenant au 
(À +r)ére genre. Mais, si la fonction F(x) de degré p" 
appartient au genre principal, la fonction F(xP— x) 
sera elle-méme irréductible suivant le module p, et 
elle appartiendra au premier genre des fonctions de 


degre Dar, 
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393. Considérons d’abord les fonctions entières irré- 


ductibles de degré p" et du premier genre. Le produit 
de ces fonctions est 


Xi — I=N(X,;r-1— g) (mod.p), 


le signe de produit IT s'étendant aux valeurs 1, 2, ..., 


(p—1) de g. Le facteur Xyr1— g est ce que devient 
TX 

Xp"-!'— 1 quand on y remplace x par — et qu’on mul- 
oO 


tiplie le résultat par g; il s'ensuit que la recherche des 
fonctions entières irréductibles du premier genre est 
ramenée à la décomposition en facteurs de la seule ex- 
pression 


(a) Re 7 1, mod. p). 


Soient F(x) l’un des facteurs irréductibles de la fonc- 
tion (9) et ?, une racine de la congruence 


(10) F(x)=o (mod.p). 
La racine À, appartiendra aussi à la congruence 
(11) Xhn1—1=0 (mod.p), 


et l’on aura en conséquence 


(12) pp — iy=1 (mod.p). 


En tenant compte delaformule(r2),lacongruence(r1) 
peut s’écrire de la manière suivante : 


(x — HTTRES (x—i,)=0 (mod.p) 


, —1{ . 
et, par conséquent, les pr" racines de cette con- 
gruence seront données par la formule 


(13) z=iyt+ flin 1) (mod.p), 


dans laquelle i,_, désigne une racine d’une congruence 


ee ne fa one 7 er=remmgermte 
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irréductible quelconque de degré p"=!, et f une fonc-- 
tion entière du degré p#7!—1, dont les coefficients 
peuvent avoir les valeurs 0, 1, 2, ...,(p—1). 

Parmi les valeurs de x comprises dans la formule (13), 
figurent les p” racines de la congruence (10), et comme, 
d’après la théorie des congruences, l’une de ces racines 
est 1, on aura 


(14) Pr fl) (modepé 


la fonction f devant être ici convenablement choisie. 
La formule (14) permet d'éliminer des expressions 
qui contiennent les puissances de i, au delà de la 
(p—1)"%, en introduisant les diverses puissances 
ere 

De là on peut conclure que, si l’on désigne par 


li, ls ER As 9 Én 
des racines de congruences irréductibles suivant le mo- 


dule p, dont les premiers membres soient des diviseurs 
des fonctions respectives 


X, — 1, X, — 1, Xp3— 1; .…. Xpn-1— 1, 


on aura 
FERA, 
BP — i, =P;, 
(15) CP —i;=P, (mod. p), 


PE —in=Py 
P, étant une fonction entière des racines £,, to, ..., tu 
qui ne renferme aucune puissance de ces racines supé- 
rieure à la (p—1)iè"e, 

Il reste à connaître la condition que doivent remplir 
les fonctions P, pour aue les valeurs de £4, 12, +, in, 
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définies par les formules (15), satisfassent effectivement 
aux congruences respectives 


(16) X;—1=0, X,—1=0, X,—1=0,..., Xpn1—1=0 (mod. p). 


Pour remplir cet objet, nous aurons à nous appuyer sur 
un lemme que nous allons d’abord établir. 


984. LEmme. — Soit 
f(é)=a+ai+at+...+ar 
une fonction entière du degré << p, d’une quantité { 
racine de la congruence 
Per mod. A). 
et dont les coefficients a, réels ou imaginaires, satisfont 
tous à la congruence 
a” — u—=o (mod.p); 
si l’on attribue à X, la valeur f({), on aura 
Xopmyo== 1.2: .v.4,  (MOd. p}. 


La démonstration de ce lemme se déduit très-facile- 
ment de la formule (5), qui donne l’expression de 
X,pm+, en fonction de X,. Pour élever f(£) à la puis- 
sance p0-"?", il faut répéter y — fois l'opération de 
l'élévation à la puissance pr”; or, d’après l'énoncé 
du lemme, cette opération change { en { +1 et elle 
laisse invariables les coefficients a; donc l'hypothèse 


X,=— f({) entraîne 
PO f(e +v—#) (mod.p), 


et, à cause de la formule (5), 


v{v—1) 





F(E+r—2) +... | 


XpM+e = f (+) — ete 
(mod. P} 


+ (it 2 (+1) + (1) (5) 
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Le second membre de cette congruence est la diffé- 
rence vièe de la fonction ASS) relative à la différence 
constante 1 attribuée à ? ; il a donc pour valeur 


RE L'IL7 RE 


ce qui démontre la proposition énoncée. 

Comme le produit 1.2.3...(p—1) est congru à —1, 
suivant le module p, on déduit de ce qui précède le 
corollaire suivant, relatif au cas de v — p —1. 


CoroLLaiREe. — Si l’on attribue à X, une valeur re- 
présentée par une fonction entière f (£) du degré p —1, 
d'une racine € de la congruence (PC OP 
dont les coefficients a satisfassent à la congruence 
ar —_a=0 (mod. p), la fonction Xpn+_pm+, prendra 
une valeur congrue au coefficient changé de signe de 


la puissance £P- dans te): 


389. Revenons maintenant aux formules (15 ). Sup- 
posons les fonctions 


PS P;, CÉCROr D 


telles que &,, 12, ..., in_ Soient respectivement racines 
des 72— 1 premières congruences (16), et cherchons 
dans quel cas la valeur de :,, définie par la dernière 
des formules (15), est racine de la dernière des con- 
gruences (16). Il est évident que cela revient à chercher 
dans quel cas la congruence 


X1=P; 1 (mod.p) 
entraîne ; 
Xp: (mod.p). 

Désignons par P#, le coefficient de #1 dans P,_,, 
par P°, le coefficient de 571 dans_ PH pa 
coefficient de 1-1 dans P?,, et ainsi de suite; le coef- 
Gcient P/1 de 1, dans P/=? sera un nombre enter. 
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Cela posé, le corollaire du lemme du n° 384 est appli- 
cable successivement dans les 7 —1 hypothèses sui- 


vantes : 
72,0 p— x, CN lee Les 
< 2 24 ‘ FE. (1) 
Mm=—= 71 — 3, O— DE 1 li PAT OL — ln—29 va ee Hu 


(&) 
(6) 
D pr pr ir, ei, ft) —+p",, 
PP né f(à) 


Se. e/Syeis p/etn-e 1e 


m—=o, P=pi— p+i1, RNR HET) APE 


Effectivement les conditions de ce corollaire, savoir : 
m m 
Cr, a —o(mod. p}, 


sont remplies dans chacune de nos 72 —1 hypothèses ; 
donc la congruence 


X,=P, 1 (mod.p) 


entraînera successivement les suivantes : 


LS 1) 
RP pt PAL 
__ , pb) 
punir = Pis 
Xe 1-1 __,71=4 — — pô 
p"Ti—p""#+1 n—1? ) (mod. p), 
0... (OU LC RS DS VA ET TO EN , 
a = (1—2 
), GO ERP =(—1) pe 
X,n-1 = (—1)et pt 
et, par conséquent, pour avoir X}"-1= 1 (mod. pp), il 
faut et il suffit que 
(21) à 
Pi, =(—1)1 (mod.p), 


°p—-1 


c'est-à-dire que P,_, contienne le terme 41511, , ,17"1 
avec le coefficient (—1}"-1. 
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De là nous pouvons tirer la conclusion suivante : 

Pour que les quantités ti}, ia, ..., im, définies par 
les formules (15), soient respectivement racines des 
congruences (16), il faut et il suffit que chaque fonc- 
tion P, contienne le terme it 191. . .191 avec le coef- 
Jicient (—1}r. 


386. Il est facile maintenant d'établir une règle géné- 
rale pour former les fonctions entières irréductibles du 
degré p” et du premier genre. 

La congruence irréductible de laquelle :, dépend ré- 
sulte de l'élimination de 1,, 1», ...,1,_, entre les con- 
gruences (15 ). Cette quantité 7, étant l’une quelconque 
des racines de la congruence (r1), si l’on désigne par g 
un entier quelconque, le produit gi, représentera une 
racine d’une congruence irréductible quelconque du 
degré p” et du premier genre. Faisant donc gi, =x, la 
dernière des congruences (15) deviendra 


(17) X1=P,_, (mod.p), 


P;,_, désignant ici une fonction entière de £4, ta,... Em_4s 
du degré p— 1 par rapport à chacune de ces quantités, 
et dans laquelle le coefficient de 1711... 147 est un 
entier quelconque autre que zéro. 

D'un autre côté, on peut remplacer les racines 4,, 
Lo, se. ins, qu'il faut éliminer de la formule (17), par 
un lo n—1 
ET ae LM 
61 52 £n—1 
entiers, et il est évident que cela revient à substituer 





» Lis Lay ++) Ln1 Étant des nombres 


aux 2 —1 premières congruences (15) les suivantes : 


/ . . Les 2 
| Ü —ÿù —=P,, 


(18) (AT SNS (mod. p), 
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où P, est un entier autre que zéro, et où P, n’est assu- 
jetti, généralement, qu’à la seule condition de renfermer 
le terme #7‘ i?-1...1?! avec un coefficient différent 
de zéro. 

Si l’on représente par 


F,(Xi)=0o (mod.p) 


le résultat de l'élimination de 14, 19, +.., 1n_, entre les 
congruences (17) et (18), F,(X;) ou F,(x?— x) sera 
l'expression générale des fonctions entières, irréducti- 
bles, suivant le module p, du degré p”, et du premier 
genre. 

On peut, sans diminuer la généralité du résultat, 
attribuer telles valeurs que l’on voudra aux coefficients 
des congruences (18), en excluant toutefois la valeur zéro 
pour le coefficient de 1}-* 147"... 19" dans P,. Effective- 
ment, d’après l'analyse du n° 383, 14,13, ..., 1,_, ne 
sont que des auxiliaires assujetties à la seule condition 
d'être des racines de congruences irréductibles du pre- 
mier genre et des degrés p, p?, ..., pl! respective- 
ment; iln’y a donc pas dans F,(X,) d’autres arbitraires 
que les coefficients de P,_,. 

La forme la plus générale que l’on puisse supposer 
à P,_, est la suivante : 


. 2 | 1 —2 1 — 
D elds + 4 + asË, Het aps RS) 


(1) 
(as 


9 9) . . | «D — . — 
x(æ + 4 ig + as ii +... + a PP + is êl 


p—2 3 


_— 
NE 
x 
Fe 
a 
È 


n—1 


&, Moy us +.) aps Étant des entiers arbitraires, 
ét at, at), ..:, a, des fonctions entières de 


di Lo) -.., à, du degré p—1, au plus, par rapport à 


| (4) : (45 (1)  :p—2 
ST + —- —- 4 + 
CIRE mn “9 t3 tu p—2 l é 


1 —1 
2 


) 


(n7—2) :p—2 :p—1 
- H..+a, u ta 
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chacune de ces quantités. Il y a donc dans P,_, un 
nombre de coefficients arbitraires égal à pt; mais il 
est facile de voir que ce nombre doit être diminué, pour 
notre objet, de n7—1 unités. En effet, les con- 
gruences (18) ne changent pas quand on y remplace 


ls ls la 7 Tn—1 
respectivement par 
lus th + Qu 3H +Q, ..., intl +Q, 


hi, Re, ..., hn_1 étant des entiers arbitraires et Q,, 
Q3,..., Q»_2 des fonctions convenablement choisies, 
de même nature que P;,, P;, ..., P,_:. Si l'on dé- 
signe par P, ce que devient P, par le changement dont 
il s’agit, la fonction Q, sera déterminée par la con- 
gruence 

Q—Q=P,—P, (mod. p), 


dont le second membre ne renferme pas le terme 
it it... .it; il s'ensuit, d’après l'analyse du n° 385 
que Q, sera exprimable en fonction des seules quantités 
LE TO EU 

Il est donc permis d'exécuter le même changement 
dans le second membre P,_, de la congruence (19); la 
forme (19) de P;_, sera conservée, mais on pourra dis- 
poser des indéterminées h4, ho, ..., hy_, pour faire 
disparaître 2 — 1 termes, par exemple, les parties con- 
stantes des coefficientside 702,109, PSP 
divers facteurs entre parenthèses de la formule (19); 
ainsi donc il est permis de supposer que a»_» est nul 
et que les coefficients a, n'ont pas de terme constant. 
Alors notre expression de P,_, ne renferme plus que 
pt — n +1 coefficients; chacun de ceux-ci peut avoir 
les valeurs 0, 1, 2, ..., (p—1), à l'exception du coeffi- 
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cient g, qui ne prend que les valeurs 1, 2, ..., (p—1). 
Il s'ensuit que le nombre des fonctions F,(X,) est 
(p — 1)pr"— -n, ce qui s’accorde avec ce qu'on a vu plus 
haut. 

Je dois rappeler ici que j'ai donné l’expression des 
fonctions irréductibles de degré p. En changeant x en 
xP— x dans les fonctions du genre principal, on obtien- 
dra immédiatement, par le théorème du n° 389, les fonc- 
tions entières irréductibles du degré p? et du premier 
genre. 


9387. S1 l’on veut se borner à la recherche d’une seule 
fonction entière irréductible du degré p”, le plus simple 
sera, en général, de réduire P,_, au seul terme qui doit 
y figurer nécessairement, ou à ce terme augmenté d’une 
constante. Ainsi l’on prendra, pour la congruence (17), 


X=+# tt... #T—g (mod. p), 


n—1 


g étant une constante quelconque. 
Considérons, par exemple, le cas de 7 — 2. On po- 
sera 


: : DA L 
ut, X = UE (mod. p); 
1 


| I ie 
remplaçant donc 1, par dans la première congruence ; 
1 
il vient 
j—1 _S. : 
X?+X/ "—1=0 (mod.p) 
Ainsi 


XPH XP 71, c'est-à-dire (x?—x)P+ {x — x) 1 


9 
est une fonction irréductible du degré p? et du premier 
genre. 

Considérons encore le cas de 2 — 3. Nous poserons 


I + 
1% : PA  < F1 ;p—1 
d—i—=1r, à —=i Ke ui (mode 
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et nous ferons en outre 
AT EC rl 
d’où 
2 nt — SRE (mod. p). 


Xi + 


On tire de ces formules 





I i FA I 
— — HI — — — —1] 
JE Z 2 A z à 
me Ver Æ  ————— mod. pP 
d’où 
3 X +1 
H «D 1 
= —s Ê—= =—— (mod. 
X, — 3 : X, — 2 P) 


et l'élimination de z, donne 


Xi (Xi +1) (XP + XP 1) — X,3 +2? 
RTE RE LE ae (mod. p}, 
ou, en désignant par z,, z° les valeurs de z qui annulent 
le numérateur, 


RÉ pe (mod, p). 


Multiplions entre elles la précédente congruence et 
celles qu'on déduit de celle-ci par le changement de z 
en 23, 3z,...,(p—1)z; remplaçons ensuite zP=t par 
I . à 
sil viendra 
LR 
(Xi +1)? (2122)! æ (X: +1) (a + 20 AT 
X! + X{," —1 











HIS 0100100028 
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Faisons, pour abréger l'écriture, 


P—X,(X, +1)(XP + XP — 1), 

















Lx" | SRE nait nez CERTES DA LES 
. RO EOLE 
Pp —1 
| à +2). (pi Mer 
RE = + pra 
ia 2. SE 
53 : 


On aura 


Z%—=P 2 + I—=XP"+PQ (mod. P), 
ct notre congruence deviendra 
(X, +1PX,P?2—(X, +1) X,Q —1=0 (mod.p). 


Le premier membre de cette congruence est une 
fonction entière irréductible du degré p* et du premier 
genre. 


388. Les formules (15) du n° 383 peuvent être regar- 
dées comme définissant un premier groupe de fonctions 
entières irréductibles du premier genre et des degrés 
respectifs p, p?, ..., p". Nous allons montrer de quelle 
manière les fonctions irréductibles du degré p* des di- 
vers genres se rattachent à ce groupe fondamental. 

Revenons donc à la formule (8) et considérons l’un 
quelconque des facteurs de son second membre. Posons 





(20) Xl (mod. p); 
l'indice u a l’une quelconque des valeurs 

me 0j re PAR 5 2 Met 0 PU Ne AO ON D fan 
nous le supposerons mis sous la forme 


B— a +4 p + Rap? He. un pi, 
S.— Alg. sup., A. | 14 


210 COURS D’ALGEBRE SUPÉRIEURE. 
%o, Li, -.., &n_1 étant des entiers positifs ou nuls et in- 
férieurs à P: 

Désignons par £, un entier arbitraire, et faisons gé- 
néralement 


(k) 2 (4)  :ax—1 


Rien F7 k) . : 
(21) Exp =Aa te NE £ RS CE Hi. (mod. Ph 


1 k+A1 


af, aï, ... étant des fonctions entières de &,, to, ..., tk 
qui se réduisent à des entiers dans le cas de À — 0; la 
quantité £;,, se réduira elle-même à l’unité dans le cas 
de ax — 0. Quant aux racines 1,, 12, ..., in, elles sont, 
Je le répète, définies par les formules (15). 

Cela posé, je dis que les (p —1)p" racines de la con- 
gruence 


(22) Z,—=0 (mod.p) 





sont données par la formule 


(23) T'—=Ë0É162 "En (mod. Ph 


dont le second membre est effectivement susceptible de 
(p—1)p* valeurs différentes. Deux de ces valeurs de x 
sont nécessairement distinctes, car leur différence est 
une fonction de degré inférieur à p par rapport aux quan- 
tés & qui y figurent, et notamment par rapport à celle r,, 
de ces quantités qui a le plus grand indice. Si donc la 
différence dont nous parlons était congrue à zéro, #,, se- 
rait racine d’une congruence de degré inférieur à p”!, ce 
qui n’a pas lieu. 

D'après cela, ilnous suffit de prouver que la valeur (23) 
de x satisfait à la congruence (22), et nous y parvenons 
sans difficulté au moyen du lemme du n° 384. 

Faisons, pour abréger, 


Uk = Go + &P +... + agp 
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LE RTS ON A PER TR en PC RC TE 


si l’on applique le lemme du n° 384 dans les x hypothèses 
suivantes : 
M—NI—1, V—Gp_1, Pp—0, Gt, JAN ESS EN Te 
M—NI—2, V—Up_9s P—U— Uno) Éntre ANR VV à 
POELE PS TE PAR P—=R— n—3) C—in 0) HS Ar 20001 Eee 


DS ON LEE) ss she 5 18 , COCOON PAC CCMC OR CO CHEN LAC CE à CNE CIE AN AR OUEN à vryoenerr one SR 


F1 —0O, LEE KO) et RE LE Ci, JS) Ai6Ë0Ë1 


A , A - 
on reconnailra que la formule (23) entraîne successive- 
ment les suivantes : 


Xun_, = An Éo T Re En—1» 
PÉPAR = An—o Éo él sante En—2) 


ad Res ee (mod. p)}, 
X y, = A; É0Ë19 
de Aie 


et, puisque X, se réduit ainsi à une constante, il est évi- 
dent que la congruence (22) est satisfaite. 

La formule (23) définit, avec les formules (15), les 
congruences irréductibles des divers genres de degré p”. 
Celles-ci s’obtiennent effectivement en éliminant ,, 
do, + .., in de la formule (23). Par les motifs indiqués 
au n° 386, on peut, en vue de cette élimination, supposer 
nulle la partie constante du coefficient de l’avant-dernier 
terme des fonctions E. 


D — PE RUE LP Lt — — 


272 COURS D'ALGÈBRE SUPÉRIEURE. 





= 


CHAPITRE V. 


SUR LA TOTALITÉ DES NOMBRES PREMIERS COMPRIS 
ENTRE DES LIMITES DONNÉES. 


Sur l'évaluation approchée du produit 1.2.3... x, 
quand x est un grand nombre. 


389. La théorie que j'ai surtout en vue dans ce Cha- 
pitre exige que l’on connaisse les premiers termes de la 
série par laquelle on exprime le logarithme du produit 
des x premiers nombres entiers. Cette série célèbre est 
celle de Surling, et elle a fait l’objet des recherches d’un 
grand nombre de géomètres, parmi lesquels je dois spé- 
cialement mentionner Cauchy, Binet, M. Malmsten et 
M. Liouville. Mais, parmi les démonstrations diverses 
qu’on possède de cette formule, je ne crois pas qu’il y en 
ait de plus simple que celle que j'ai présentée à lPAca- 
démie des Sciences, dans la séance du 2 avril 1860, et que 
j'ai reproduite dans une Note qui fait partie de la sixième 
édition du 7raité élémentaire de Calcul différentiel et 
intégral de Lacroix. J'ai montré dans cette Note que la 
formule connue de Wallis su:it pour établir compléte- 
ment celle de Sturling, et la déduction est si facile, que 
la deuxième formule peut en quelque sorte être regardée 
comme une transformée de la première. Je ne reproduirai 
pas 1ci tous les développements que j'ai donnés ailleurs 
sur ce sujet, et je me bornerat à établir les seuls ré- 
sultats qui sont indispensables pour l’objet spécial que 
j'ai en vue, 


2’ 


me: 
€ 

; + 
Re, 
. 7 
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Rappelons d’abord que la formule de Wallis, qui sera 
notre point de départ, se déduit de la formule 


(ete 2e 
COS Zz == I— — re RES à I — PE Be ri, 
TAUX cl 297"), 


par laquelle on obtient la fonction cos z décomposée en 
un produit d’une infinité de facteurs linéaires (1). Cette 
dernière formule peut s’écrire Ainsi : 


SÛLIT 

Sin nn) k 
F (: 22 4&z?\ 42? 
= ——— —=lr+ — Enr En ir TE 
2 1 T OT” 207" 


12 
— — 3 
2 





é “y: TT A . 
ci en faisant z — -, il vient 
2 


D le cree) 





{pour x = © }, 


* 





4. 22—9 27—2 2x 
5 


"| 
A 


DL 3 SANT 221 


Â 
3 
ce qui est la formule de Wallis. 


390. Cette formule prend la forme très-simple 


pure Hé pote 00!) 
ou, en extrayant la racine carrée, 
(x) ÉRIC" (pour x =), 
| p(2x) 
si l’on désigne par o(x), soit l'expression 
L'ONTANTE 
Fan 





(*) Voir men Traité de Trigonométrie, 5° édition, p. 244. 
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_ soit le produit de cette même expression par une expo- 
nentielle de la forme a*, a étant une constante quel- 
conque. La formule (1) aura donc lieu si, désignant parc 
la base des logarithmes népériens, on pose 


(2) p(r)= - 


#7 Var ex xt +35 





PET 


On tire de là la formule (2) 

p(x) en o un —1+(x+$) lo (147 
(8) no ue se Co 
ou 


OL CE 


p(x +1 


la caractéristique log exprimant ici des logarithmes nc- 
périens. Or on a, x étant 1, 

















| + LATE CUS 
0% I Frs RE a din TO RON PRE EE = TT... 
n a æ 2.1? 3.13 S n.x't 3 
d’où 
I I I I 
(-+:) log (+ i)=i+. ie mdr LE 
3 TX 1240 Dar 
| Pl (—1)* 
2n (7 + 1) PERL : 
donc on a 
o(x) I I 3 
log opte Es — » RER ETES —- FREE: .. 
IT D) ATer2 rap 7 ATOS) 


(5) : 
Lez) ()) 


2n(r+1) x" SES 


Dans cette série les termes sont alternativement positifs 
et négaufs; en outre, la valeur absolue du rapport du 
terme de rang 72 au précédent est 


n°? I 





#29 
RES DE EE 





SECTION II1L — CHAPITRE V. 212 


’ L] I LL . . , +. 
ce rapport est égal à — pour 7 —2, mais 1l est inférieur 
LT 


V2 T 2ne : 
à — pour toutes les valeurs de 7 supérieures à 2; donc, 


lors même que x seréduirait à 1, les valeurs absolues des 
termes de la série (5) décroissent à partir du deuxième 
terme. Il résulte évidemment de là que lon a 








ME : 
log ET = 124? 
ou 
(6) (x) 2 Par 
glæ+i) © 


Mais on peut assigner une limite de ne plus petite 
p\T LI 
que la précédente, et, comme elle nous sera utile plus 
loin, il convient de l'indiquer ici. 

Si l’on multiplie la formule (5) par x+r, il vient 

(x +1) log metre tr Re MES Lu 
PLEIN ar Tour: 

(2 —3) Lee tu 


2(nR—i)n(n+1) x"! AT 


I 


dans cette série, le terme en — manque; les autres termes 


PA 
sont alternativement positifs et négatifs, et le rapport du 


I I 
terme en — au terme en —— a pour valeur absolue 
x! x" 1 


(r— 1)(7 —2) ; 


(R— 1) (r—2) o(r—4) x? 


l 4 RS} I . . 0 » . 
ce rapport est égal à - pour 7 — 4, mais il est inférieur 
6 


à — pour 2 >> 4. Donc les termes diminuent à partir du 


8 L = 


v 
L . 
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Pie A . , \ x) 
deuxième, lors même que + serait égal à 1, et lon a 





(æ +1) log RES <S 9 


ou 


o(x) I 


lobe er 
(7) 8e ro 1) DAT: Cru 





391. Ea formule (6) montre que l’on a 
x) LE 
(8) BAR ete 


# L2 . . y 2 « L L 

5 étant un nombre positif inférieur à — ; on aura auss!, 
12 

en changeant x en x +1, x + 2,.…, 2xæ—1, et en 

désignant par 0,, 0, ..…., 0»_, des nombres compris entre 


; I 
zero et —;) 
12 


0 
p(r+1) Peer 
p(t+2) 

(] 

(9) ( p(x+0) — x +25 Que 
?(r +3) 
0; 
p(2x—1) 2x —1)3 
\ p(2x) 


Multiplions entre elles les égalités (8) et (9); comme la 
somme des x fractions 


LA 
= —- PCRESIRE SE SOA -}- 1 . | = 
2 fr+ip  (x+oh (ar — 1}? 
POUF I 
est moindre que —:— >< x ou que ——; on aura 
12 x? 127 





ti plz) _ 2 
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lé * , I . 
0 étant un nombre compris entre zero et —: et par suite 
fs) 





"1 x) 

(17) 21 = HOHIOUr L = UT 
p(2x) 1 | 

Si maintenant on divise la formule (1) par la formu'e(x1), 

il viendra 


(12) PRE (pour z-4 00 4 


c'est-à-dire, à cause de la formule (2), 


(13) 1.2.3... — Vone ta trie), 


x désignant une quantité positive qui s’annule pour 
X = æ . et dont nous allons faire connaître une limite 
supérieure. 


392. Posons, comme nous l'avons déjà fait dans la 
Section IT de cet Ouvrage, 


(14) MAÉ AE QE PTE 


un peut obtenir facilement, par ce qui précède, une 
expression complète du produit F(x +1), ou, ce qui re- 
vient au même, une expression du logarithme népérien 
log (x +1). On a d’abord, par la formule (2), 


/ 


(15) log (x+1)— = log2r— ++ + = log x + logo(x), 


ct l’on a ensuite identiquement 


p(x) pLe+r) 
Ï ÿ : — | ENPNATR 0 TEA GE œ ————— 
Mon 6. 

+ log ie ot + logo(x + m +1); 





p(v+m+i) 


mais si l’entier m croît indéfiniment, q{(x+m+i) 
tend vers l'unité, d’après la formule (12), et son loga- 
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rithme tend vers zéro; on a donc 


m= 


(16) logp(x) — log 


0 


p(a+m). 


+ M HI SRE 
m 


ou, d’après la formule (4), 


m = © 


an tree S (ete) (RS 


m=0 





et l’on aura en conséquence 


I I 
logr (x+ 1) — ; log27—x+ (=+ :) log x 
(16) m = © 


SJ) (et) 


Cette formule (18), qui a été rencontrée par Guder- 
mann, se déduit bien facilement, comme on le voit, de 





la simple formule de Wallis. 


393. On peut tirer la formule de Stirling de la for- 
mule (18), mais je n’entreprendrai point ici cette trans- 
formation et je me bornerai à déterminer les limites de 
logl'(x +1) qui nous sont nécessaires. 

Comme laquantitélogo(x) est positive, la formule (15) 
nous donne d’abord 


(19) logr(x +1) > 2 log 27 — + (= LS 


Ensuite nous aurons, par la formule (16), à cause de 
Le 4 4 4 
l'inégalité (7), 

1 EL) 


I 
<< 12 (rm) (x mer 0 


m=0 


logo(x) 





ue, 
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I > 
or la fraction ; -,-——— se décompose en 
| (æ+m)(xr+m+i) 





I I 


X + mm L + IN HI 


donc on peut écrire 
‘E I I I 
12 lo : LT 2 à ss 
se(æ)< (= ——)+(— — 


I Pr 
+ | — +... 
re ao) 


La série contenue dans le second membre de cette for- 














[| , 
mule a pour somme —; et l’on a en conséquence 
ff 


logp(æ) << —— » 


12% 
puis 





. 
127 


PA 


ï I 
(20) logT{æ+r) << - log 27 — x + (e+ : Jrogr + 
2 2 


Les formules (19) et (20) nous donnent les deux limites 
que nous voulions trouver. En revenant des logarithmes 
aux nombres, on obtient 


1 
Ton. x yare tx ?, 
(21) \ 1 1 


+ — 


—U—Lehe——. ZX 
1.2.3...x <CVare Brio 


Extension des formules précédentes au cas où x n’est 
pas un nombre entier posilif. 


394. Ondésignehabituellementparlesymbole F(x+1) 
une certaine fonction de x qui a une valeur déterminée 
pour toutes les valeurs réelles et imaginaires de x, qui 
ne devient infinie que pour les valeurs de x égales à un 
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nombre entier négatifet qui seréduit au produit 1.2.3...x 
quand x estun entier positif; elle coïncide, dans ce der- 
nier cas, avec la fonction dont nous venons de nous 
occuper. 

On arrive très-facilement à la notion des fonctions gé- 
nérales [ quand on cherche à interpoler la fonction nu- 
mérique 1.2.3...x, c’est-à-dire quand on cherche à 
représenter le produit 1.2.3..,.x par une fonction de x 
qui conserve une signification bien définie lorsque x 
cesse de représenter un nombre entier positif. 

En effet, soient x et » deux nombres entiers positifs. 
Les x fractions 


UL m m 





, : ° 9 
MmM+I m + 2 m + x 


tendront vers l'unité si, x restant constant, on fait 
croître »2 indéfiniment; il en sera donc de même du 
produit de ces x fractions, et l’on aura 


mm? 


FD (e LE eles 


€» désignant une quantité qui s’annule pour m=—c . On 
peut écrire aussi 
DRE PA 


A 0 (me ed 0e CDS 





ou, en multipliant les deux membres par 1.2.3...x, 


PE 
( -(1+ em) 


RAT RES (x +1) (x+2)...{r+m) 


Faisant tendre l’entier "2 vers l'infini, on aura 


Re PORT 


Fin 1.2.3...æ2—lim (x+1) (x +2)... (x + m) 





> (pour je 


Le second membre de cette formule devient infimi 
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quand æ est un entier négatif, mais par toutes les autres 
valeur réelles ou imaginaires de x il a une valeur finie 
et déterminée, comme on le démontre très-aisément. Si 
donc on pose 





(2) F(x+i)=lin; (A2 29e incite 


en nm —@Q : 
(æ+i)(x+2)...(x + m) ROLE + 


on aura, dans le cas de x entier positif, 


Barr 2031 rs 


4 ASS é I 
Cherchons la valeur de L'{-\. Si l’on fait x — — - 
2} 


dans la formule (2), il vient 


1 
(4253. .2m)t2in + 


I 
r(i)= (pour »m —c |, 


Re a RE À 1 





et en posant, comme au n° 390, 





à bit 
r (:) tr Sat F (pour »m—0 ), 
Enfin, comme #{(»7) et q@(2m) se réduisent à l'unité, 


pour z71— ©, on a 
I _ 
L (:) = Vr. 


399. D'après ce qui précède, on peut écrire 


HÉDAS-M) Me 


(1) T(z+i)= NT ee a) ee 





£m étant une quantité qui s'’annule Dour m—a. On tire 
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de cette formule 


log (er) | 2 log À — log TT]... 











m 
+] 2108 ET 


ou, en écrivant m+ 2 au lieu de m et faisant tendre rx 
vers l'infini, 


: I x 
) MURS DES (+ . E log(1+ =) \ 


m=—0 





Cette formule (2) est équivalente à la formule (1) et 
elle exprime, comme celle-ci, la définition générale des 
fonctions F. 

Ilest facile maintenant d'établir la généralité de la for- 
mule (18) du n° 392. En effet, cette formule (18) et la 
formule qui précède s’accordent à donner, par une double 
différentiation, 


dlogr 
Tr ne EVEuts Pat 
nr =0 
les premiers membres de ces deux formules ayant ainsi 
la même dérivée du deuxième ordre, ils ne peuvent dif- 
férer que par une fonction linéaire de x ; mais, comme ils 
sont égaux pour toutes les valeurs de x entières et posi- 
tives, on en conclut qu'ils sont égaux, quel que soit x. 


396. Nous ne pouvons nous dispenser de DES 1C1 
que, six est une quantité positive, la fonction l(x) n’est 
autre chose que celle qui areçu de Legendre la dénomi- 
nation d’intégrale eulérienne de seconde espèce. Effec- 
tivement, en écrivant x — 1 au lieu de x, la formule (1) 
du numéro précédent devient 


(UPS RE Tr 
æ(x +1)...(æ+m—i1) 





Dale (pour » = æ ),. 


1e 
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Intégrons par parties la différentielle &*=1(1—c)"da, 1l 
viendra 


x [ +15 m 
fear RL 4 Partie des 
Z L 


et comme x est positive, si l’on prend les intégrales entre 
les limites zéro et r, on aura 


I m 1 
+ f at—1{[1— à)" da _— 1 at(r— a)" de. 
«0 


(0 





On conclut de là, quel que soit l’entier », 


1 wi Dr I | 
| : gti (1 fx a)" ta 2 nm (m I ) 2 (7 72 + à) il uX+n—1 ( 2 Aer LR 
(eo) : (0) 


æ(xæ+1)..(x+n—1) 


pour #7 = m, l'intégrale du second membre se réduit à 


L 
I 
Re; donc on:a 
0 LT mn 


| ARE 
0 r(r+1)...(x + m) 


CE « da ; 
et, en écrivant —; — au lieu de & et da, 
m m 


In ru 
Z + m en —{) 4 ÉMRSRTETATLe l 
m Fs m x(r+1)...{x + m—i) 
On a, d’après cela 


e , L m x 7 m 
r(x)— ee a? ne du (pour m—= }; 
& 


on peut écrire aussi 


AA FA M œ\ 
T(æ)=|1+ a (r—<) da 
m à * ne" 
me a\”" 
+ [ a%—i (- =) de | (pour m—cs }. 
M 








F2 
» 
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H male DR 


: œ \ nn ; 
La quantité | a pour logarithme 
mm 


2 3 

œ œ 

— {a+ —+— 
| 2Mm 3m 





+...) 





el, « étant regardée comme constante, elle atteint son 
maximum pour »m — © ; Ce maximum est &*. On a donc 


nt 


mn 7 nt 
[ ai - =) du L & 
I LIL2 M 


et l’on pourra poser 
ant , A 7 ni m 
| | dx —{1—0) [ GT etes 
M 


| ut—1 Ms 
M 


m 
étant une quan tilé comprise entre zéro et 1. L’expres- 


FRIC 


_ 


sion de l'(x) devient alors 


/ - nM NP 
re)=(i+À)|] | PAIE (ue =) da 
TRE m , 


nt 
+(1—6) [ ET ANCIE à da | (pourm—® ;; 
VM 


Pl 
I — ee, 


regardant maintenant M comme une constante, faisons 
1 
=) 2 


tendre mn» vers l'infini, on aura à la limite 


et par suite 
4 je e) 


r(a)= | lon rdla 0 | 
0 CE | 


mais 1l est évident que la quantité desticirigoureusement 
nulle, car la formule précédente a lieu, quel que soit M, 
et la dernière partie disparaît pour M =. On a donc 


22 
17 x) — J a le de, 
0 


pour toutes les valeurs positives de x. 


CRC ml 


| | | 
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Determination de deux limites entre lesquelles reste 
comprise la somme des logarithmes népériens de tous 
les entiers qui ne surpassent pas un nombre donné. 


397. Soit a un nombre entier positif; faisons x = a +1 
dans la formule (19) du n° 393 et retranchons ensuite 
log(a+1) de chaque membre; faisons en même temps 
x— a dans la formule (20) du même numéro, on aura 


| log 1,2.3...a>> log Var +(a+1)log(a+1)—(a+1)— =: log(a+1), 
ho Ces LA 1 
| log 1.2.3...a<[log 27 + a loga a+ - loga + ra 


Cela posé, désignons par x une quantité positive 
quelconque au moins égale à 1, et soit a le plus grand 
entier contenu dans x. On a, par hypothèse, 


ax Tati et a? 1, 


et l’on en déduit 


\ / 


(a +1 — =) [log(a+i)—1]> (=— :) (logxæ — 1), 





I ia I I 


ou 
(a +i)log(a+1)—{(a+i) — = log (a +1) 
> ælog:r — x — = log æ, 
aloga — a + L loga + RC 
2 124 


I L 
Zælogxr — x + -lo8xr a à 
cTIogr mt Sr + a 


Des inégalités (1) et (2) on conclut, en appelant T (x) le 
S. — Alg. sup., H. 15 
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logarithme du produit de tous les nombres entiers qui 
ne surpassent pas x, 


T(xz)>logy2r + xlogz — x — = loga, 


(3) 
T(x) <logV2r + rlogx — x + = log x+ _ 
! 


Ces inégalités (3) sont celles que nous voulions obtenir. 


Sur latotalité des nombres premiers compris entre deux 
limites données. 


398. Le problème qui consiste à déterminer combien 
il y a de nombres premiers compris entre deux nombres 
donnés n’a pas encore été résolu et semble présenter les 
plus grandes difficultés. M. Tchébichef est le premier qui 
se soit occupé avec succès de cette question ; dans un 
Mémoire présenté en 1850 à l’Académie impériale des 
Sciences de Saint-Pétersbourg, cet habile géomètre a 
donné le moyen d’assigner deux limites entre lesquelles 
est nécessairement compris le nombre qui exprime 
combien il y a de nombres premiers entre deux nom- 
bres donnés. M. Tchébichef a déduit de son analyse la 
démonstration d’un postulatum sur lequel M. Bertrand 
avait fondé la démonstration d’un théorème important 
dont il sera question dans la Section suivante. Ce postu- 
latum consiste en ce que: 


Ily a toujours au moins un nombre premier compris 
7 


entre a et 2a — 2 si a est supérieur à <- 
2 

Bien que je sois parvenu à démontrer le théorème dont 

il s’agit sans recourir à aucun postulatum, ainsi qu'on le 
verra dans la Section IV, je ne crois pas inutile de pré- 


ra 2 
AT, 
ER 


MT À . 
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senter ici l'analyse ingénieuse de M. Tchébichef, analyse 
qui repose sur des considérations entièrement neuves. 
Nous désignerons par T(z), comme au numéro précé- 
dent, lasomme des logarithmesnépériens de tous les nom- 
bres entiers qui ne surpassent pas z ; nous désignerons en 
outre par 0(z) la somme des logarithmes népériens de 
tous les nombres premiers qui ne surpassent pas z. Les 
fonctions T(z) et@(z) se réduisent à zéro lorsque. z est 
inférieur à 2. Quand z sera une quantité composée. 


Le: 
à à : ’ x , 
comme (2) par exemple, nous écrirons, pour abréger, 


0 (2) au lieu de 6 (2) . 
2 2 


Propriété fondamentale de la fonction O(z). 


399. La propriété fondamentale sur laquelle reposent 
les recherches de M. Tchébichef consiste dans l'égalité 
suivante : 


où les séries doivent être prolongées jusqu'aux termes 
qui deviennent zéro. 

Pour démontrer cette égalité, remarquons que chaque 
membre est égal à une somme de termes tels que 4 loga, 


r . s' r an w: COUR FONCIER TUE TN 

(. HE LEU LUF ATARI T ON ISIN 

L 4 + fe A4. J LUE RP EX 

D. > f È " GE Pod à En ; 
Eur. Lx ‘ 4 
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k désignant un entier et « un nombre premier. Supposons 
que, dans la suite des nombres 1,2,3,4, ..., qui ne sut- 
passent pas x, il y en ait À, qui soient divisibles par «; 
nommons aussi À, le nombre de ceux qui sont divisibles 
par æ?, et généralement À; le nombre de ceux qui sont 
divisibles par &f; il est clair que le coefficient de logaæ 
dans-T (+) sera À, + A+ A3+.... Considérons main- 
tenant les termes qui composent une ligne verticale du 
second membre de notre égalité, par exemple, 


1 1 1 


1 à x\i £\t 
p(ri () 5 3 () : , () n , AL CS 


on trouvera, dans cette suite, autant de termes contenant 
log « avec le coefficient 1 qu'il y a de quantités qui ne 
sont pas inférieures à & dans la suite 


1 1 1 


il r\i x\? æ\t 
4 4 Fr — — .... 


Or le nombre de ces quantités est évidemment le même 
que le nombre des quantités 
RD RS 0 LEE AE PE 
qui ne surpassent pas x; ce nombre est précisément 
celui que nous avons désigné par À;. Donc le coefficient 
de logo dans le deuxième membre de notre égalité est 
A+ A:+A:;+..., ce qui démontre l'exactitude de 
cette égalité. : 
Nous ferons, pour abréger, 


1 As 
U) Ha)=0(s) +62) + 0(2 + 0(rjt 


ctalors l'égalité que nous venons d'établir pourra s’écrire 


ainsi : 


(a) Ta) p(r)+ (7) +45) + 4(7)+ 
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Démonstration de deux incgalités auxquelles salisfail 


la fonction d(3z). 


400. Les deux inégalités que nous proposons d’éta- 
blir sont les suivantes : 


Ye) DT(x)+T (Z) a (2) Les (5) r(2) 
nerfs) -1(9-(5)- (6) 


L'équation (2) du n° 399 donne 

















 NOMOTCER 


Le second membre de cette équation est de la forme 


EE TX L 
AiŸ(x) + A Ÿ (2) + A; Ÿ (3) +. . +a, (©) nn . 


AÀ,, A,, A3, ... étant des coefficients entiers. Or Je dis 
1 2 u J 
qu’on a en général : 


An —1, six n'est divisible par aucun des facteurs 2, 3,5; 
A,—0, siz est divisible par un seul des facteurs 2, 3, 5; 
A, — —1,Siz estdivisible par deux au moinsdes facteurs2, 3, 5; 
An = — 1, si 2 est divisible par chacun des facteurs 2, 3, 5. 
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En effet, dans le premier cas, où x n’est divisible par 
T 
aucun des nombres 2, 3, 5, on ne trouve le terme (2) 


que dans la première ligne horizontale du second membre 
de l’équation (1). Dans le deuxième cas, où 7 est divi- 
sible par un seul des nombres 2, 3, à, on trouvera le 


T 5 É 
terme Ÿ (2) avec le signe — dansune quelconque des trois 
7 


dernières lignes horizontales du second membre de l’é- 

quation (1), et comme ce terme existe dans la première 

ligne avecle signe +, on trouvera zéro, après la réduc- 

. . ## DC 
tion, pour coefficient de (=). Dans le troisième cas, 
2 

où zest divisible par deux des nombres 2, 3,5, le terme 
x ; 7 : 

d[ -) se trouve avec le signe + dans la première ligne 
2 

horizontale du second membre de l'équation (1), et avec 

le signe — dans deux des trois dernières lignes; donc il 


x , . F7 Ps 
ne restera après la réduction que — (2). Enfin, dans 
n 
le quatrième cas, où n est divisible par chacun des nom- 
3 œ 
bres 2, 3, 5, le terme ÿ (2) se trouve avec le signe +- 
a 


dans les deux premières lignes du second membre de l’é- 
quation (1), et avec le signe — dans les trois dernières 


. e T 4 4 
lignes ; 1l restera donc encore — (:) après la réduc- 
na 


tion. Donc, pour 


n—30m-+1, 2, !3, 4,05, GNU 
11,112, 13,014, 19,0 16/2117 RENNES 


21, 22,123, 24, 100,2 26,127, SR 0 RER 
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et, par conséquent, l’équation (1) se réduit à 
fe T œ 
rt+r(s)-7()-7(5)-7() 
À (x Tr Fa x T 
eu) S) HE) 


où touslestermes du second membre ont pour coefficient 
+1 et — 1 alternativement. Or la fonction Y(z) ne peut 
croître quand z décroît; done la série 


a 52 E- 

7 +: ax TT ee +... ° 
(c) #5) ) ; 
qui forme le second membre de l’équation précédente, 
est comprise entre 


(x) — 


on a donc 
(2) 


ce qu'il fallait démontrer. 


Determination de deux limites entre lesquelles sont 
comprises les fonctions Y(z) et 0(z). 


401. On a vu, au n° 397, que la fonction T (x) satis- 


fait aux deux inégalités 


LÉ (x) log V27 + æ loge — æ + = logæ + + 
ui) | Al 
[T(e)> log Var + æ loge —  — ; log 2. 


A Se PER pe ER NN ORNE 


239 COURS D'ALGÈBRE SUPÉRIEURE. 


On déduit de là 


T{x 1+7(7 <a ever + 2 


sÿ. = 31 I 
D LD P- a ælogx Rent x log 30°° — Fes + logr — — log 30, 
50 sa à 2 


EX 24] 


T(a e+T(Ÿ tu 


31 3, 1 ï 
+ — loger — x IE 30°° — — x — logx + — log30, 
30 ; 30 2 


et 


(2) H r(:) MES | Sos var + a 


31 Lorper 31 Ses. 1 
+ slogz — xlog2 340 A2 cb à logx — = log 30, 
r(2) +1() +T( Hs 
CL has ælog 27 35 55 — FL = log30. 





30 


Retranchant la quatrième de ces inégalités de la pre- 
mière, et la troisième de la deuxième, il vieni 





dchne 4 
Lx log LS eu F3 à log rx — À Jog 1800 7 Sa LS 
30°° 
ae Te ETES 
Le 1) TAG) 78 
133% L 
x log ” 3 ù — Shugz+ Log PSE: 
3035 12 
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Nous ferons, pour abréger, 


4 
2 


TR 
D Vs MR 
30: 


À = log = 0,92129202...; 


alors les inégalités précédentes deviendront 


naer()-1(8)-7(5)-1() 


D 


9 I 
<Az+ -logzx— — log1800 7 + —; 
2 2 12 


mte+ (se) (5) 7 (5) 7 (3) 


450 3 


5 I 
DAzx— 5 logz + + gare +, 


(2) 


et l’on voit que l’on a, à plus forte raison, 


[Tr)+r(à) —1(©) PT (:) =r(e s) <a += 2 1og x, 


(3) « À 
T TX T + 
Les formules (1) n’ont lieu que dans l'hypothèse de 
LS D Dee Sen les inégalités (2), on a 
TL 
» 3 5° = 
sont établies PL dans l’hypothèse de x > 30. Mais il 


est facile de vérifier que les formules (3) ont lieu pour 


remplacé x par = donc les formules (2) ne 


toutes les valeurs de x comprises entre 1 et 30, et, par 
suite, qu’elles ne présentent aucune exception. 
Des inégalités (3), combinées avec les inégalités (2) du 


n° 400, on déduit 


| bte) > Az — Slogz —1, 
(4) 
be) (à ) <LAX + À log 


234 COURS D’ALGÈBRE SUPÉRIEURE. 


La première de ces formules donne immédiatement une 
limite inférieure de ÿ(x); la seconde peut servir, comme 
on va le voir, à obtenir une limite supérieure. Pour cela, 
posons 


6 


f(x) = is log? 2 + Fox, 


LAS : 
4 log 6 


on aura 


5 I 5 5 
— | —= <'A Rue 2 pe 
1 (à) p'Ax + RIRE TA ‘ g 08 


et, par suite, 


f(x) —1() Ar + ? log; 


on a donc 
tr) — 4 (8) <7(e)—7 (à): 
ou bien 
bee) fe) <v(e) (5): 
en changeant successivement x en = G’ É D ….. GER , 1l 
vient 


perte) <v (Se) 7 (6) <4 (à) -(6)< 
A) 455) 


Supposons maintenant que m soit le plus grand entier qe 


(5) 


mt — — 

vérifie la condition 6*= x; Gr tombera entre 1 et 2 
LA T 14 LA . 

et, par suite, ( Gi sera zéro; Je dis en outre que 


— f (a) sera moindre que 1. En effet, la valeur de 


dti 


SECTION III. — CHAPITRE V. 299 


— f(z) peut s’écrire ainsi : 


5 log6 5 2, ;0 
— f(2) — YONNE g (iv: + à log — 7 Àz: 





d'où l’on conclut 





et, à plus forte raison, 


cu (3) ee à 
puisque, 6 étant moindre que e*, log6 est inférieur à 3. 


D'après cela, la formule (5) donne 


(x) —f(e) Ki, 


et, par suite, 
si 5 
(6) ÿ(x r)<e res D AIsEG G los” Her Te: 


Les deux limites que nous venons de trouver pour la 


fonction d{x) vont nous permettre de trouver également 
deux limites de la fonction 8(x). 


Pour cela remarquons que la formule 


w|— 
co] 


Y(z) 0 (2) + 0(:) + 0!) Er es 
donne 


Î ns 


6e 0(x) opæ)e + 0(2) +... | 
D) —20(02) 002) — (te) —0(ar ] — Lotart— 0er] —. 


Or la fonction 8(z) est positive ou nulle, et d’ ailleurs 
elle ne peut croître quand z décroît; donc on a 


Y(æ)— (x), 


(7) < 
; Lot) 5 4(x) — 24(Vx). 
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Mais on vient de trouver 


| 6 Re. 
He LE SAT + ES log" MERE 


(8) 
FE SAT 


et l’on en tire 


5 


log? ee TX +I 
16 log6 5 5 ; 


AE F)<Q ar + G 


4 LUN (Vx) > Azx° loger 
donc on a, par les inégalités (7), 
GP 5 5 £ 5 
| ox) << 7 Aœ — Aa HAT LG 8 L + 5 logz+?2, 


(ro) 


12700 5 1 
(x) Ar — Ar RoRO DURE né à 





Ainsi la somme des logarithmes de tous les nombres 
premiers qui ne surpassent pas æ est comprise entre les 
limites 


6 L 3 5 
— Ar — Ar + sd log? x + F logx + 2, 


0 4 log6 
| 12 + 5 À 15 
Ax — Fe Bar 6 x — a Ge 


Détermination de deux limites du nombre qui indique 
combien il y a de nombres premiers compris entre 
deux nombres donnes. 


402. Soit m le nombre qui indique combien il y a de 
nombres premiers plus grands qu’un nombre donné / et 
qui ne surpassent pas un autre nombre donné L. La 
somme des logarithmes népériens de ces r# nombres pre- 


. né RM Ess DUT CURE RES 


À U 
gd RE : X ir, 


SECTION III. — CHAPITRE V. 23" 


miers sera évidemment comprise entre mlogletmlogt,; 
on aura donc 


e(L qu FE 


et, par conséquent, 


D{L)— 0)  8(L)—6() 
log l Ê 7 log L ? 





M < 


mais, d’après les inégalités (10) du n° 401, on a 


2 


#1) et) <A(g Lt) — a (ii FA) 





5 
er end TRYE (2 log? L + log? /) pen fi (2 log L + 3 log!) + G, 
D AT Cart 
Mau) 
7 Blog6 4 8 8 9; 


donc 


Ü US L4 5 1 5 
os af; Fe ) ei \(r° +. ace (21og*L+ log°/)+ 2 04 EE 3 log) +5 


USE A NT JR 





A(L— = DE A (2 Le) reg ot Læ+ 2 log) — 7 (BlogL + 2 logé) — 3 
el y ce we 





Ces formules donnent ainsi deux limites entre lesquelles 
tombe la quantité 7 qui désigne combien il y a de nom- 
bres premiers plus grands que / et qui ne surpassent 
pas L. La deuxième de ces formules montre qu’on trou- 
vera plus de À nombres premiers entre les limites / et L, 
si la condition suivante est satisfaite, savoir : 


(E FRS 5 = ” 
a(i— 51) (=: —Ë)- EG Goff L + 2 logté) — 7 (8 logL + 2 ogl) —5 
2) h ne 0 OC Ion Le MMS et TRE 
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et, comme l'est > 0 et TL, on vérifie cette inégalité en 








faisant 
6% 12 + 15 je 25 
._A(r-3)-5 ar ME ee LAURE 
#5; log L ‘ 
d’où l’on tre 
5 + 25 5 f25 25 
I Lol" — = ]lo8"L | "Aloe 
6 2h LEA ME GS E CG | 81 GA 


Ainsi, en prenant pour / cette valeur, on est sûr de trou- 

ver plus de # nombres premiers entre / et L. Il est bien 
entendu que Let L sont supposés plus grands que 1. 

En faisant k — 9, on conclut de ce qui précède qu'il y 

a au moins un nombre premier entre L et L, si l’on prend 

# + 26 log? L 125logL 25 


Er LEGO NRA 7D164 1086: 007 ARE 








Application des résultats qui précèdent. 


403. Des résultats que nous venons d'obtenir il est 
aisé de déduire la démonstration de la proposition dont 
nous avons parlé au n° 398. Effectivement, nous venons 
de voir qu'il y a au moins un nombre premier entre les 
limites 

* + 25 log L 125 logL 25 
6 16A log6 2.4 À GA 


donc il sera établi qu’il y a au moins un nombre premier 
entre les limites a et 2a— 2, si l’on prouve qu’on peut, 
par une valeur convenable de L,, satisfaire aux deux iné- 
galités 

SNL DES PERLE A 


“4020 108% 195 log L 25 
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Or on vérifie évidemment la première de ces inégalités 


en prenant 
LR 24 — 4. 


Quant à la seconde, elle devient, pour L = 2a—3, 


5 


pod ch AE cet 2 = 
: 2 SÉCHÉES 3) 


16Al0g6 
129 log(22—3) 25 
24 À GA 
ce qui est exact pour toutes les valeurs de a qui sur- 
passent la plus grande racine de l'équation 


25 log? (2.7 — ‘à 


a - —— 
10 A log6 


(2x — 3) — 24/2x — 3 — 


O1 Où 


125 log(2x—3) 25 
24 A GA? 


or on trouve que cette plus grande racine est comprise 
entre 159 et 160; donc, si a est > 160, il y a nécessaire- 
ment un nombre premier compris entre a et 2a— 2. À 
l'égard des valeurs de a inférieures à 160, la proposition 
peut se vérifier immédiatement au moyen des Tables de 
nombres premiers. 


1 re 
PEN TA 
; FOR 


Le 


x 








+ in dninin Énira aire tés 2 





ER D Fe PTS A PB s 
DAC NE, © ue 4 = 
PRET Ste à 

! à el A fat 


SECTION 1V. — CHAPITRE 1. 243 





SECTION IV. 


LES SUBSTITUTIONS. 





CHAPITRE PREMIER. 


PROPRIÉTÉS GÉNÉRALES DES SUBSTITUTIONS. 


Des permutations formées avec des lettres données, et 
des substitutions par lesquelles on passe d’une per- 
mutation à une autre. 


404. Les permutations de n lettres 
a, b, C, d, CCE F, l 
sont les résultats que l’on obtient en écrivant ces lettres 
à la suite les unes des autres de toutes les manières pos- 
sibles, et l’on démontre dans les éléments d’'Algèbre 
que le nombre total N de ces permutations est 
NES Te i7r 
Représentons par de simples lettres 
A0: À:, À», ….. AN" 
les N permutations dont il s’agit. L'opération par la- 
quelle on passe d’une permutation à une autre est dite 
une substitution (n° 235). Nous représenterons une sub- 


stitution en écrivant entre parenthèses la permutation de 
laquelle on part, et, au-dessus de celle-ci, la permutation 


PRE PP Ne CT RER 
« Re | Le FRS ne 
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nouvelle qui doit la remplacer. Ainsi le symbole 


Ai 
(2 

désignera la substitution qui a pour effet de remplacer 
les lettres de la permutation À, par celles qui occupent 
respectivement les mêmes rangs dans la permutation À, ; 
les permutations À, et À, seront dites les termes de la 
substitution, À, sera le dénominateur et À, le numéra- 
teur. Il est évident que l’on peut choisir pour dénomi- 
nateur d’une substitution donnée l’une quelconque des 
N permutations. 

D'après cela, si l’on adopte À, pour dénominateur, on 
obtiendra toutes les substitutions en prenant successi- 
vement pour numérateurs les N permutations; ces sub- 
slitutions seront donc 


l'A : À; : Ge : M An x 
(a, À, A À) 


Le symbole Ge 


| représente ce qu'on appelle une sub- 
A0 


stitution identique, il indique la conservation de l’ordre 
des lettres; 1l y a avantage à le comprendre parmi les 
substitutions, et le nombre de celles-ci sera dès lors 
égal à N. 

Nous représenterons souvent par de simples lettres'S, 
T,...1es diverses substitutions que nous aurons à con- 
sidérer. 

Lorsqu'une lettre occupe la même place dans le nu- 
mérateur et dans le dénominateur d’une substitution, 
on peut la supprimer sans inconvénient. Ainsi la sub- 


dbca... 
Es fé , ) 


stitution 


dE 22 a ALL E 2 7 he 
+, à be LE MEURT Re 





SECTION IV. — CHAPITRE I. 2Â9 


peut s’écrire plus simplement 


lies 
S—— 5 | ; 
59 MORPE 
On dit qu'une substitution est réduite à sa plus simple 


expression quand on a supprimé dans ses deux termes 
toutes les lettres qui \ occupaient les mêmes places. 


Des produits de substitutions. 


405. On nomme produit d'une permutation donnée 
par une substitution la permutation nouvelle que l’on 
obtient en appliquant la substitution à la permutation 
donnée. Ce produit se représente en écrivant la substi- 
tution à gauche de la permutation donnée. Considérons, 
par exemple, la substitution 


A 
s— ("| 
vo 


si on l’applique à la permutation A,, on produira la per- 
mutation À,, et nous écrirons en conséquence 


A 
SA (a APS 


On nomme produit de deux substitutions données la 
substitution nouvelle qui produit le même effet que les 
substitutions données appliquées l’une après l’autre à une 
permulation quelconque. Ce produit se représente en 
écrivant la substitution qui doit être effectuée la première 
à droite de l’autre substitution. Ainsi le produit de la 


; : VE ; : A 
substitution S — (ii) par la substitution T — ts 
0 


0 


A; A; i 
TS ou ( WE 


s'écrira 
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pareillement le produit de la substitution T par la sub- 
stitution S s’écrira 


A, À; 
ST ou L) ar 


Si les deux produits ST et TS sont égaux, les substi- 
tutions S et T sont dites échangeables entre elles. Il est 


ê 


évident que deux substitutions qui, réduites à leur plus 
simple expression, n’ont aucune lettre commune, sont 
échangeables entre elles. 

Le produit d’un nombre quelconque de substitutions 
S, T,U, V,... est le résultat que l’on obtient en mulu- 
pliant la première substitution par la deuxième, puis le 
produit obtenu par la troisième substitution, et ainsi de 
suite ; il sera représenté par ... VUTS. 

S1 les substitutions qu'il s’agit de multiplier entre 
elles sont toutes égales à S, et que leur nombre soit égal 
à y, le produit est dit la puissance vième de S: celle-ci se 
représente par 5”. 


e. . LJ L ÂÀ 
Lorsqu'une substitution identique, telle que Ci) 
£ 0 


figure dans un produit, elle peut être supprimée, et en 
conséquence il est naturel de la regarder comme égale à 
l'unité; ainsi nous écrirons 


À 
4 == I. 
(a) 
En outre, si l’on convient de regarder comme égal à 
l'unité le symbole S*, quand y se réduit à zéro, quelle 
que soit la substitution S, il en résultera que la puis- 


sance zéro d’une substitution quelconque désignera une 
substitution identique. 
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Ordre d'une substitution. 


406. Soit S une substitution quelconque, la série des 
puissances de S, en partant de S° ou 1, sera 


SR CARS DPI EP ES 
et, comme le nombre total des substitutions est limité, 
si l’on prolonge suffisamment la précédente suite, on 


verra nécessairement se reproduire des substitutions 
déjà obtenues. Supposons que l’on ait 


Se+v _— S4 : 


comme le premier membre de cette égalité est égal à 
S’.5#, on peut écrire 
S'Se— 64, 


d’où il suit que la substitution S', appliquée à une per- 
mutation quelconque, ne produira aucun déplacement 
des lettres; en d’autres termes, cette substitution est 


identique et l’on a 
Sir Et 


On conclut de cette égalité, quel que soit l’entier 7, 
(SÉMou STE TI, 
et, en multipliant par la puissance ri" des, 
S'9+7 — S”. 


Il résulte de là que la série des puissances de S est pé- 
riodique, et que la période se compose des substitutions 


D DS PS OUE 


Si l’on suppose que y soit le plus petit nombre tel que 





O0 « , 
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S'— 1, les termes de la suite précédente seront effecti- 
vement distincts; car l'égalité S#+"=— S*' entraînerait 
S"'=—1,ce quin'a pas lieu, puisque Ÿ est inférieur à y. 

On nomme ordre d’une subsuütutionS le plus petit des 
exposants y tels que l’on ait S'— 1. En d’autres termes, 
l’ordre d’une substitution est le nombre de fois qu'il faut 
appliquer successivement la substitution à une permu- 
tation pour reproduire cette permutation. On voit que 
les seules puissances de S qui se réduisent à l’unité sont 
Hs DD ee M RE 

Nous conviendrons d'étendre l'égalité SY917== Sr aux 
valeurs négatives de 7°; changeons donc r en —7, on 
aura 

SR S EU 


et cette formule définit ce que nous appelons puissances 
négatives d’une substitution S, le nombre g étant choisi 
de manière que vy—r soit positif. Si, en particulier, on 
pose r = 1, on pourra prendre g = 1, et l’on aura 


SAS SEE 


Les substitutions S et ST! ont pour produit l'unité; 
elles sont dites inverses l’une de l’autre. Si l’on a 


si is , 
A 

Que Ao . 
À; 


Si une substitution S est d'ordre y, la puissance u°"e 


on aura évidemment 


y ue 
de S sera de l’ordre 5 0 désignant le plus grand commun 


diviseur des nombres pet v. En effet, pour que l’on ait 
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(S#}t== 1 où SE — 1, 1] faut que ux soit divisible par », 


v . , . 72 . 
ou x par ;; d’ailleurs, cette égalité a lieu en prenant 


Vv 0 y 4 3 
I = Fr Donc le quotient : représente l’ordre de S". 


On voit en particulier que si u est premier à v, S“sera 
de l’ordre v. Dans ce cas, si l’on pose 


ST, 


la substitution S fera partie de la suite des puissances 
de T. En effet, si l’on élève à la puissance x l'égalité 
précédente, on aura 


LÉ — VD QUX— "TX 
OU LE OUR OP 7 UT 


J désignant un entier quelconque. Mais v et a étant pre- 
miers entre eux, On peut faire en sorte que les entiers x 
et y satisfassent à l'équation px — y = 1, et l’on aura 
alors 

VUE 


Des substitutions circulaires. 


407. Soit 
Arabe. fl 


l’une des permutations des 7 lettres a, b,c,...k,/: si 
l’on efface la lettre a qui occupe la première place, et 
qu'on l’écrive à droite de la dernière lettre /, on formera 
la nouvelle permutation 


Mesa. LA 


et la substitution par laquelle on passe de la permutation 
A à la permutation À, sera 


AA [-0C Aa 
4: Si abc Al 
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Pour effectuer cette substitution, il suffit évidemment 
de diviser la circonférence d’un cercle en » parties égales, 
d'écrire aux points de division successifs les lettres de la 
permutation À, et de remplacer chaque lettre par celle 
qui vient prendre sa place quand on fait tourner le cercle 
autour de son centre, dans un sens convenable, d’un 
angle égal à la ni?" partie de quatre angles droits. C’est 
pour cette raison que la substitution dont nous nous oc- 
cupons est dite circulaire. 

Il est évident que l’ordre d’une substitution circulaire 
est égal au nombre n des lettres qu'elle déplace. En 
effet, chaque fois que le cercle dont il vient d’être ques- 
tion tourne d’une quantité angulaire égale à la nième par- 
ue de quatre angles droits, la substitution s'effectue une 
fois. Or, pour ramener les choses à ce qu’elles étaient 
à l’origine, il faut que le cercle tourne, toujours dans le 
même sens, de 7 fois la n°" partie de quatre angles 
droits, et à ce moment la substitution a été effectuée 7 fois; 
donc l’ordre de la substitution est égal à ». 

On représente habituellement une substitution circu- 
laire en écrivant entre parenthèses l'une quelconque des 
permutations dont les lettres rangées en cercle sont telle- 
ment disposées que chacune d’elles remplace la précé- 
dente par l'effet de la substitution. Ainsi l’on a 
ta Ala 


abc EE b, A CS #, Ile, Cy os k, d: a) .... 


Décomposition d'une substitution quelconque en cycles. 


408. Tnéonkme Ï, — Toute substitution, si elle n'est 
pas circulaire, est le produit de plusieurs substitutions 
circulaires effectuées sur des lettres différentes. 


En effet, soit S une substitution quelconque; exécu- 


ke 
Por 
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tons cette substitution. Soit a l’une des lettres qu’elle dé- 
place et qu’elle remplace par une autre lettre 8; b elle- 
même se trouvera remplacée par une troisième lettre c, 
et, en continuant de cette manière, on tombera nécessai- 
rement sur une lettre f qui se trouvera remplacée par a. 
Or il est évident que les lettres que l’on a ainsi rencon- 
trées ont subi la substitution circulaire (a, b, c,..., f). 
En prenant une des lettres restantes, et opérant de la 
même manière, on formera un nouveau groupe de lettres 
qui auront subi une substitution circulaire, et l’on pourra 
continuer ainsi jusqu’à ce qu'on ait épuisé toutes les 
lettres que déplace la substitution S. 

Si l’on désigne par G, Gi, Co, . . . les diverses substi- 
tutions circulaires que nous venons d'obtenir, on aura 


= Co san. +s 


formule qui exprime la valeur de S décomposée en fac- 
teurs circulaires. Ces facteurs sont dits les cycles de la 
substitution S. Les cycles qui ne contiennent que deux 
lettres prennent le nom de transpositions (n° 235). 
Considérons, par exemple, la substitution 


hkdfbjageci 
S — a 
abcdefghijk 


1 


en opérant comme nous l'avons indiqué, on trouvera 
DE Red lo rx "el lerd, ff} 


Lorsqu'une substitution S ne déplace pas quelques-unes 
des lettres du système que l’on considère, ces lettres ne 
figurent pas dans la valeur de S réduite à sa plus simple 
expression, ni dans les facteurs circulaires dont S est le 
produit. Si cependant on veut mettre ces lettres en évi- 
dence, on le pourra en introduisant dans S des cycles 
formés chacun avec une seule des lettres dont il s’agit, 


41 PA VUE T LR FO PAT T DT 2 le VE NU FE CN FO EPA Li" N  # ré 

AR LUNS Û Se NT ENT Er Ki 2 RIM Se PLAN ET 
Rare, : Nr v* VANNES ve CT Fr x 

VA LS < 4 t y ke UT A, EM 


HT 


L_ 4 0 , 
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ct qui représentent évidemment des substtutions iden- 
tiques; ainsi, dans le cas d’un système de six lettrei 
a, b,c,d,e, f, la substitution 


né CU Gi 
As: sav? 


/ 


pourra s’écrire 
S={a, d)(b,e)(e) (f) 


À09. Taéonëme IL. — L'ordre d’une substitution quel- 
conque est égal au plus petit multiple commun des nom- 
bres qui expriment les ordres des cycles de la substi- 
tution. 

Soit 

SN OTLnES 


la substitution S décomposée en cycles. Si y désigne 
l’ordre de S, on aura 
D'ITZ1 


ou 
OR RE UT 20 de 


car 1l est évidemment permis d'intervertir l’ordre des 
facteurs circulaires de S“. Pour que la précédente égalité 
subsiste, il faut et il suffit que l’on ait 


CENT EN CAES ANCL ERNST 


or, si & désigne l’ordre du cycle G,, les seules puis- 
sances de Oo qui se réduiront à 1 ont pour exposants 
do, 240, 30, . : donc y est un multiple de #4. On voit de 
même que l'égalité S$'= 1 exige que v soit divisible par 
les jordres &1, æ:,1...des cycles. G,, CS NOR 
comme cette condition est d'ailleurs suffisante, l’ordre 
de S est précisément égal au plus petit multiple commun 
des nombres &o, &4, day ve. 





Anénlntemtel ds AD “à h ÉTÉ LÉ à à 
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M0. Une substitution est dite régulière, lorsqu'elle 
est circulaire ou composée de facteurs circulaires d’un 
même ordre. Toute substitution qui n’est pas dans ce 
cas est dite irrégulière. 


Taéorëme II. — La puissance uit"e d'une substitution 
circulaire S d'ordre y est elle-même circulaire si p est 
premier à v. Mais, si les nombres p et y ont un plus grand 
commun diviseur 8 supérieur à 1, S' sera une substitu- 


3 PONT : Ù 
tion régulière composée de 8 cycles d'ordre a 


En effet, disposons, comme nous l’avons déjà fait plus 
haut, les y lettres de la substitution circulaire S aux 
points de division d’une circonférence partagée en » par- 
ues égales. La substitution S“ aura pour effet de rem- 
placer chaque lettre par celle qui en est éloignée d’une 
quantité égale à y fois la v*®€ partie de la circonférence. 
Si donc, partant de l’un quelconque des points de divi- 
sion et marchant dans le même sens jusqu’à ce qu’on soit 
revenu au point de départ, on considère les points de 
division de x en u, les lettres placées à ces différents 
points devront subir par l'effet de S* une substitution cir- 
culaire. Or le nombre x de ces lettres doit être tel, que le 


produit de Le par x soit le plus petit multiple possible 


de 27, ou, en d’autres termes, tel que ux soit le plus petit 
des nombres divisibles par v; si donc 6 désigne le plus 


1 v 
grand commun diviseur des nombresuetv, on aura x — 7 


Il résulte évidemment de là que la substitution S* est le 
produit de 9 substitutions circulaires renfermant chacune 


V . . 
j lettres. S1 x et y sont premiers entre eux, On a 0 —1 


et la substitution S“ est circulaire. 


Ts 
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Exemeze. — Considérons la substitution circulaire du 


sixième ordre 
Si b, C, d, C2 


les puissances de cette substitution seront 


Fa Nb NCid, ef); 
PA NAME 
AU e)(c; f), 


fee) CORTE 
pe c, b), 


hi 


a 
a 


(O2 
Il 


AT. Taéoreme IV. — Réciproquement, toute substi- 
tution régulière est une puissance d’une substitution cir- 
culaire. 


En effet, soit la substitution régulière 
Ste, b;, se gi) (@, ba, CCC, La)... (a, Ds, .…… go), 


V . . . 
composée de 8 cycles d'ordre; il est évident que, si l’on 
fait 


C—(a;,a, .., Gi Vi, CRE TT es SN LAC NU 


on aura 
SEC 


Décomposition d'une substitution donnée en facteurs 
primitifs. 


A2. Les propriétés qu'il nous reste à établir dans ce 
Chapitre sont dues pour la plupart à Cauchy, qui les a 
fait connaître dans le tome III de ses £xercices d' Ana- 
lyse et de Physique mathématique. 

Soil S l’une quelconque des substitutions que l’on 
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peut former avec 7 lettres. Décomposons l’ordre » de S 
en facteurs premiers, de manière que l’on ait 


DEN ET SAR 


&, 6,7, ... représentant des puissances de nombres pre- 
miers inégaux. Désignons par y le quotient de v par *, 
c'est-à-dire le produit 6y..., et par u un entier quel- 
conque positif ou négatif. Les nombres & et y’ étant pre- 
miers entre eux, On pourra trouver deux entiers positifs 
ou négatifs x et w’ tels, que l’on ait 
! 
Pr 


TE 
—Y x +au ou ARRETE 
F F V œ v' 
pareillement, si l’on désigne par v”le quotient de y’ par 6, 


on pourra trouver deux entiers y et u” tels, que 


u' v id 
fe vw y ne 6” ou e — 4 = 75 
on aura par suite 
= / 
PÉTER EN RUN L 
Vire 7R 6 De 


et il est évident que, si le nombre v” est égal à 1, on 
? | 
pourra faire &”— 0. En continuant ainsi, on mettra la 
fraction < sous la forme 
V 


Fi Z 
DIE ErPie a EE en SIREN RRS 
y 7 6 ” 


X, 9, Z, -.. étant des entiers. L'égalité précédente a lieu, 
quel que soitp; et en faisant u —1, on aura 
” V 


y 
C++ =} + -z+H,.,. 
CL (so Ÿ 


== 


D’après cela, la substitution donnée S pourra s’écrire 


y y y Ù 
LATTES. CNE OV 


DD. Rp 0 VID MOT ete 


Ale DE ETS Mu sert te 3 ST 


Sr 
Ne 


M 
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et si l’on fait, pour abréger, 


8RI< 


S—P, sf: 2, S—R, 


on aura 
Se FAOR:. 


La substitution S étant d'ordre », on voit que P est de 
l'ordre #, Q de l’ordre 6, R de l’ordre y, et ainsi de suite, 
D'ailleurs x, y, z,... sont premiers respectivement à 
æ, 6, y,...; donc P*, Qr, Rz,... sont respectivement 
des ordres are te 

La formule précédente donne ainsi la valeur de S dé- 
composée en facteurs qui ont respectivement pour ordres 
les puissances de nombres premiers dont l’ordre de S est 
le produit, et il est évident qu’on peut écrire ces fac- 
teurs dans un ordre quelconque, puisqu'ils sont tous des 
puissances de la substitution S. 

Une substitution est dite primitive, lorsqu'elle a pour 
ordre un nombre premier ou une puissance d’un nombre 
premier. Si une subsütution primitive est de l’ordre 
& — p”, p étant un nombre premier, l’ordre de l’un quel- 
conque de ses cycles qui est un diviseur de p} ne peut 
être que l’un des nombres 1, p, p?, ..., p'-1. On voit 
par ce qui précède que toute substitution est décompo- 
sable en un produit de substitutions primitives échan- 
seables entre elles. 


Exeueze. — Considérons la substitution circulaire de 


six lettres 
RP CCE NE 


l'ordre de S est ici égal à2 K3. On a 
SN DS. S 


en sorte que S3 et S* sont les substitutions primitives 


SECTION IV, — CHAPITRE I, 207 
dont S est Île produit. On a 
S= (a, d)(6,e){e fs 0 
M0, ec) (6, VS ET 


Des substitutions semblables. 


A3. Deux substitutions sont dites semblables entre 
elles quand elles offrent le même nombre de facteurs 
circulaires et le même nombre st lettres dans les cycles 
correspondants. 

| Il résulte de là que deux Mbsuthtions circulaires de 
même ordre sont semblables; pareillement, deux substi- 
tutions régulières de même ordre sont semblables lors- 
qu’elles offrent le même nombre de facteurs circulaires. 


Tuéornkme. — SiS et S' désignent deux substitutions 
semblables, il existe une substitution P telle, que 


S'P—PS ou S'— PSP-1; 


| 
: 
1 


et réciproquement, s'il existe une substitution P telle, 
que la précédente égalité ait lieu, les substitutions S 
et S! sont semblables. 


Soit 
18: ! 
S— { } 
\ À 
A et B désignant deux des permutations des n lettres a, 
b\c,.-.,k,1. Supposons que’a’, 8’; c', ..., K, l'repré- 
sentent ces mêmes lettres écrites dans un autre ordre 
quelconque, et soient A’ et B' ce que deviennent A et B 
quand on y accentue les lettres. Il est clair que toute sub- 
stitution S’ semblable à S pourra être représentée par 


B' 
= (F) 


Si, en outre, on désigne par P la substitution dont 
S. — Alg. sup., WU. | 17 
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l'effet est l’accentuation des lettres, on aura évidemment 


(5) » ee (=) 


Il résulte de là que ; 
“/B'\°/B\ /A 
—1 — : 
Psp (5 ) (a) (ar)5 
la substitution K | doit être effectuée la première ; elle 


remplace lee lettres de A’par celles de À, puis la dt 
substitution remplace À par B et lt troisième B par B'; 


on à donc 
B' 


à) ou 29/6 RSERSS 


POP = ( 
et, en multipliant à droite, de part et d’autre, par P, 
SP —:ES, 


Réciproquement, si la précédente égalité a lieu, la sub- 
stitution S’est semblable à S. En effet, la substitution S 


- , 1 B . . 
étant toujours représentée par (és) et la substitution P 


A' B' À | 
par é ) ou Ë ): on a, par hypothèse, 
D RO ET 


+ (F) (= 


d'où il suit que S’est semblable à S. 


ou 


Corozzaire [. — La substitution PSP, semblable 
à S, s'obtient en exécutant la substitution P dans les 


cycles deS. 


En effet, il est évident que cette opération équivaut à 
l’accentuation des lettres, dont nous avons fait Hess 
dans la démonstration qui précède, 


… 
- 
2 
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CorozLaime Il. — Les produits ST et TS, que l’on 
obtient en multipliant entre elles deux substitutions quel- 
conques S et T, sont des substitutions semblables. 

En effet, soient 

SHIRTS 20: 
si l’on multiplie à droite par T! la première de ces 
égalités, 1l vient 
S — PT-1, 
et, en substituant dans la deuxième égalité, il vient 
Q = TPT-1, 
d’où il suit que les substitutions P et Q sont semblables. 


ExempLe. — Supposons que, le nombre des lettres étant 
six, on fasse 


De 2 040 diet lasb}c}tfd;te if), 


on aura les deux substitutions semblables du cinquième 
ordre 


DT cc bd; Del IS —=|a c, ed, b){T). 


Du nombre des substitutions semblables à une 
substitution donnée. 


414. Le nombre des lettres que l’on considère étant 
représenté par 7, soit S une substitution contenant m, 
cycles de l’ordre 7,, m, cycles de l’ordre 72, ..., enfin 
m, Cycles de l’ordre r,; on aura 


RE ST ee ENST a: 


chacun des nombres n,, n:, ..., ny pouvant se réduire 
à l'unité. 

Nous commencerons par chercher le nombre des formes 
distinctes que l’on peut attribuer à la substitution S, 
décomposée en cycles, sans déplacer les parenthèses qui 
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renferment chaque cycle et sans altérer, en conséquence, 
le nombre des lettres contenues dans un facteur circulaire 
de rang déterminé. Il est clair que les seuls changements 
que l’on pourra faire ainsi sans altérer S consisteront à 
échanger entre eux les facteurs circulaires d’un même 
ordre, ou à faire passer successivement à la première place, 
dans chaque facteur circulaire, une quelconque des let- 
tres contenues dans ce facteur. On voit, d’après cela, 
que le nombre M des formes diverses que l’on peut at- 
tribuer à S est 


M=(T:2, m1) (1.2.5: Ma): I 2 OMAN 


Soit maintenant I le nombre des substitutions dis- 
tinctes S, S’, S”,... semblables à S. Si l’on écrit succes- 
sivement chacune de ces substitutions sous les M formes 
distinctes qu’on peut lui attribuer sans déplacer les pa- 
renthèses, puis qu’on supprime ces parenthèses, on for- 
mera M9 permutations. Mais il est évident que, par ce 
procédé, aucune permutation des 7 lettres n’a été omise, 
et l’on a, en conséquence, 


MORE TO ES 7 EE 
d’où 
N 


M = —e 
M 


DA 


Des substitutions échangeables entre elles. 


415. Deux substitutions qui se réduisent à des puis- 
sances d’une même substitution sont échangeables entre 
elles; la même chose a lieu évidemment pour deux sub- 


stitutions qui n’ont aucune lettre commune. Mais il im- 


porte de connaître la condition générale à laquelle doivent 
satisfaire deux substitutions échangeables ; c’est ce dont 
nous allons nous occuper. 





a ont ss de à 


hd or 


Vi 1 


Lt 


Eve 


Fe 


LL So he -: Ce. QUE 





| 
à 
J 
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Soient S et T deux substitutions que nous supposons 
échangeables entre elles; on aura 


HU LEOUe US 3 TSTSS: 


Nous avons vu que la substitution TST-1 se déduit de 
la substitution S en exécutant dans les cycles de celle-ci 
la substitution T ; donc, pour que les substitutions S et T 
soient échangeables entre elles, il faut et il suffit que la 
substitution S reste la même quand on exécute sur les 
lettres de ses cycles la substitution T. En conséquence, la 
substitution T ne peut produire sur S que des échanges 
entre des cycles d’un même ordre, et, dans un même 
cycle, le simple déplacement qui permet d'amener une 
lettre quelconque à la première place, sans altérer l’ordre 
circulaire des lettres du cycle. Chacun de ces échanges 
dont nous venons de parler, entre des cycles d’un même 
ordre, équivaut, s’il n’est pas circulaire, à plusieurs 
échanges circulaires effectués simultanément sur des 
cycles différents. Soient (C5), (Gi), ..., (G,_,) des 
cycles de même ordre qui doivent être ainsi échangés 
circulairement. La substitution T peut avoir, en outre, 
pour effet, comme nous venons de le dire, le déplace- 
ment qui permet d'amener une lettre quelconque à la 
première place dans chacun de ces cycles; mais l’arran- 
gement C, par lequel se forme le cycle (CG) ayant été 
choisi à volonté, on peut toujours prendre, pour former 
le cycle (C; ), l'arrangement C, que la substitution T doit 
mettre à la place de CG; pareillement, pour former les 
cycles suivants (C2), ..., (C,_,), on peut choisir les 
arrangements C», ..., G,_, qui se substituent respec- 
tivement à G,, Co», ..., GC, ,. Quant au dernier arran- 
gement C_,, il ne sera pas en général remplacé par Co, 
mais par un autre arrangement C', tel, que les cycles (CG) 
et (C",) soient identiques. 
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Il résulte de là que, si l’on pose 


CCS CEE 
PA )(C: ES ICEEN Q— pe per) 


et que l’on désigne par P’et Q/, P'et Q”, ... des substi- 
tutions analogues à P et Q, mais relatives à des lettres 
différentes, on aura nécessairement 


S — PP'P’ . 1—=00/07 .., 
Pet Q, P'et Q’, P'et Q”, ... étant des couples de sub- 


stitutions échangeables entre elles, dont le nombre peut 
se réduire à l’unité. 


416. Nous sommes ainsi ramenés à étudier les deux 
substitutions P et Q; la première est une substitution 
régulière, et on va voir que la deuxième l’est aussi. 

Soit 1 l’ordre des cycles de P; pour plus de clarté, 
nous représenterons les lettres qui figurent dans un 
même cycle par un même caractère affecté des indices 
0,1,2,...,(1—1); posons donc 


C — Aj di Ag Ag... j19 


C; a bo b, b, ba. . bre 


Cyu-s — €o 1 9 €3.. en, 
Cu: = fo fi Pa fs. fi 


et convenons, en outre, que l’un des caractères a, b, …, 
e, f affecté de l’indice iq + à désignera la même lettre 
que si l'indice était réduit au reste à de la division de :q9+x 
par &. D’après cette convention, nous pouvons poser 


(4 
C, Fe do doi do+o BE Ao+i—1 ‘ 


lorsque le nombre p est zéro, on a C, — CG et alors, si l'on 


pose 
(Gr = Ner be, CE, 007 CE fe), 
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on aura évidemment . 


Q—(Go)(G1)(G2)...(Gi4). 


Mais supposons que p ne soit pas nul. Comme dans le 
cas que nous venons d'examiner, la substitution Q rem- 
placera chacune des u — 1 premières lettres de l’arran- 


gement 
(22 be c:. à € fe 


par celle qui la suit; quant à la dernière lettre fr, elle 
sera remplacée par 4;,,, et chacune des u — 1 premières 
lettres de l’arrangement 


Aro Drtps Cp Et 


sera remplacée par la suivante, tandis que la lettre f:., 
le sera par a:,,,, et ainsi de suite. Le cercle se fermera 
nécessairement, mais cela ne pourra arriver que quand 
on aura rencontré la lettre f,(,_,,, dont l'indice est tel 
que Àp soit divisible par z:. On voit, d’après cela, que l’on 
obtiendra un cycle de Q en écrivant à la suite les uns 
des autres les À arrangements 


+1 )e* * : Jo Je 


Désignons ce cycle par G:; 1l reste à trouver le nombre 
des cycles Gz. 

Or À est, par définition, le es petit nombre entier 
tel que Ào soit divisible par z; Ào est donc le plus petit 
commun multiple de p et de à, et par suite, si l’on ap- 
pelle 8 le plus grand commun diviseur de p et de i, on 
aura 


Mo: 
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î 
chacun des cycles G; contenant ; lettres a, leur nombre 


total est égal à 8, et l’on aura évidemment 
0 (Go) (Gi) (G>). . .(Go1). 


De ce qui précède on peut conclure une règle très- 
simple pour obtenir les expressions des deux substi- 
tutions échangeables P et Q. Le nombre p étant pris 
arbitrairement et @ désignant toujours le plus grand 
commun diviseur de p et de 1, formons le tableau 


is ipys + +7 AE+0—1s 
be, bi, ….. LEE 
.. ...… ... 9 
Cr CEpys ve. CE+0—15 


Je Fit ... i40-1 


composé de y lignes horizontales et de @ colonnes ver- 
ticales; désignons par 


es 
de, Vbe, GRCION (SR JE 


les arrangements formés par les lignes horizontales et 


par 
DÉS OIL PA TT SE 


les arrangements formés par les lignes verticales, on aura 
les expressions suivantes des cycles de P et de Q : 


Co —= «bo do 2. . (3 —1)6; 
C; = Vo Vs Ub29 » . - VD —1)9 
ar aste RAC EURE es 
Ci = CCR MORE 


2 à 
Ci — , Jp d'20 s 
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et | 
Go — OTCy MU, Map 2 2. : Mgr 


G; — JT, JT, +1 JU +1 Or JIC (À—1)e+19 
Go = JU 9 MT p—2+0 . se M 2+(1—1)er 
Go; — 010 Je . M _1+(1—1)ee 


Le nombre total ; des lettres de chaque cycle G est 


Sip—ti, ona}—1etj=p; ce cas de p—1 équivaut 
à celui de p — 0 que nous avons examiné à part; il est, 
comme on le voit, compris dans le cas général. 

S1 p est un diviseur de ti, on a 8 — p. 

Si p et i sont premiers entre eux, on a0—1, À—i. 

La substitution Q est formée des 8 cycles (G) con- 
tenant chacun Àu lettres; elle est par conséquent de 


ë L CR . 
l’ordre Au ou La On peut former sa puissance u°”° qui 


sera de l’ordre À. On déduit des expressions des 


cycles (G:) 
2 7, tt 1)» (OP, 2) DO to) (00 Jos rer /(Xe)s 
(G:)* Re (a, Lgtis ce) a —1)e+1) 


X (b:, bots, .…… bnset te AE HT (Ie t1)» 


60%. CCC EE ] . ..... 


(Ge Lie (as, Ap40—19 +.) a _1)e#01 ) 
es (B5-15 Do+0—1) …. bi pet) 1; fort, 1 F-19040 IE 


Les cycles contenant les lettres a qui figurent dans le 


produit 
Pe== (Go) (G1 }f. (Gros }f 


constituent évidemment une substitution régulière qui 
est la puissance » du cycle (C,). En étendant les mêmes 


J 
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conclusions aux cycles formés des lettres à, c, ..., on 
obtient la formule 


(Go) (Gi 4. . (Ge) = (Co } (Ci). + - (Gus }e 


ou 
Pe — Q*. 


417. Comme application prenons 
Co— Aya; a; az a, as, 
Ci — bob, 0,b3b,b;, 
CC CNRC CICR 
Gs = à d, d, ds d, ds. 
On a ici 


1-20) De 


Prenons p = 4, et par suite 


on aura 
A — a; ay, Je — a: br ce ds, 


Go = (&o, 09 Co, dos Gi Oys Cys dis A2 Pas Cas de), 
(— (a, b,, c;, da bic di 0e d3). 
Les deux substitutions P et Q ont pour expressions 
POTCUe 
Q = Go G1 
et 1l est aisé de vérifier que l’on a 
Pi Q'— (a, 44, a) (a, as, 43) (bo; 0, ba) (01, 65, b;) 
X (Cos Cyr Ca) (C1s Css C3) (do, ds, da) (ds, dé ds. 
On a d’ailleurs | 
PQ— QP— {x 1b,,c, dass, 0, 1l, GR 00e 
X.(a1103 0, di 43 b;; cs, da 0 ER 


Remarquons d’ailleurs que la substitution P étant 
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du sixième ordre, de l'égalité évidente 
Pi Q?, 
on déduit 
BE 07 


Une remarque semblable s'applique au cas général. 


On a 
Pe— Q", 


et par conséquent, x étant un entier quelconque, 
Pre — Où 
Déterminons cet entier x par la congruence 


æp=—=0 (mod.i), 


\ 


toujours possible puisque @ est le plus grand commun 
diviseur de p et dei. On aura, la substitution P étant 
d'ordre 1, 

pre — pt, 
et par suite 

pi — O7 


De cette équation on déduit encore, en se rappelant 


que Q est de l’ordre _. 


n étant entier. 
D'ailleurs, l’entier x étant défini par la congruence, 


[ 


ÿ (mod.i) 


t 
AI (mod. :) 


TP 
ou 


T 


SID 


. ë 
sera premier avec Ps 


? « - : 
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RS , 
Les deux nombres x, ; étant premiers entre eux, on 


pourra toujours déterminer un entier » de telle manière 
ë 
ü 
toujours supposer que dans l'équation 


que x + n - soit premier avec 0. Nous pourrons donc 


p°! — Q*%# 


0 et x sont premiers entre eux. 


418. L'analyse précédente, qui nous donne la compo- 
sition de deux substitutions échangeables S et T, doit 
nous présenter les deux cas dont nous avons fait mention 
au n° #15, savoir le cas où les substitutions S et T ne 
déplacent pas les mêmes lettres, et celui où S et T sont 
des puissances d’une même substitution. Le premier de 
ces deux cas se présente quand l’une des deux substi- 
tutions P et Q, P''ét.QEiPSet QE 
l'unité. Or, pour qu'il en soit ainsi à l'égard de Pet, 
il faut et 1l suffit évidemment que l’un des nombres 1 et7 
soit égal à l’unité. Quant au deuxième cas, il est facile 
d'établir cette proposition : 

Pour que les substitutions P et Q soient des puissances 
d'une méme substitution, il faut et il suffit que les 
nombres u et 0 n'aient aucun diviseur commun autre 
que l'unité. 

Supposons que l’on ait 
(1) PE REMIOERS, 
la substitution R sera circulaire, car les lettres æ, 
Ayus +) dy 1 doivent figurer dans un même cycle 
de R, puisqu'elles constituent un cycle de R* ou P; 


pareillement les lettres &, dx, ..., f, figurent dans un 
même cycle de R° ou Q; donc elles appartiennent, 


\ 4 vof 
AL CI. » 











| 
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dans la substitution R, au même cycle que les lettres 
précédentes. Ce cycle renferme donc toutes les pi let- 
tres: en conséquence, la substitution R est circulaire et 
d'ordre pi. D'ailleurs R° est de l’ordre #, R° de l’ordre 
puis 
D? 
et par 8 (n° 406). Si donc y et 9 ont un diviseur com- 


par suite « et 5 sont respectivement divisibles par px 


mun À supérieur à 1, & et  admettront ce diviseur, et 
si l’on pose 
a — du, vor 
puis CR 
ET. 2 
on aura 
PAR O—R, 


ce qui est impossible, puisque la substitution I n’est 
pas circulaire. Les équations (1) exigent donc que et 0 
soient premiers entre eux. 

Supposons cette condition remplie. Nous avons vu 
que, dans l'égalité 

p° — Q7*, 
on peut supposer x premier à 0; 0 sera donc premier 
à xp et l’on pourra trouver deux nombres entiers u, £, 
tels que 
u0 + tr Le fi 4 


et si l’on pose 


Te —— P‘ (42 
on aura 
PR IQ RE 
ExemPrze. — Considérons les deux substitutions 


/ \ 
— (dos dis dos Ag, As as) (Bo; Di, De, Os, Ds, O5) (co, Ca, Co, Ca, Cu C5}, 


— (@o, Dos Cos y b,, Cys As PR C3) (a, b;, Ci ds, Ds, Css das bs, Ca). 


CPRAC LL ON 10; pi 4, 09: 
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Le nombre x défini par la congruence 
TÈ— 0 (mod. i) 
a pour valeur x ——1; on a donc 
Pi— Q5, P?—0Q:?, 
et en posant 
R— PQ — (to DssCi, 41, Dos C5, A2, Dico, 435 Das C1, Qi, Das Cr @ss b,,c3), 


on trouve 
Q = RY PER? 
419. Supposons maintenant que l’on demande Île 
nombre des substitutions échangeables avec une substi- 
tution donnée S. Soit T une telle substitution, on aura 


D Isis 


et nous avons vu que la substitution TST-! s'obtient, 
quel que soit T, en exécutant la substitution T dans 
les cycles de S; donc il y a autant de substitutions T 
satisfaisant à l'équation précédente qu'il y a de manières 
différentes d'exprimer S sans déplacer les parenthèses 
qui entourent les cycles, c’est-à-dire sans altérer le 
nombre des lettres contenues dans chaque cycle. Ce 
nombre est précisément celui qui a été représenté par M 
au n° 414, et qui a pour valeur 


m1 Us) ee 


M {1222.74) (1,2% me) (12 Oraee NE 


m; désigne le nombre des cycles d'ordre 7; dans la substi- 
tution S, et z étant le nombre total des lettres, on a 


= Mit EE Mois TNA 


420. Nous terminerons l'étude des substitutions échan- 
geables entre elles, en démontrant deux propositions 
importantes qui nous seront utiles dans la suite. 


Taéorème I. — Si T, U. V,..., W sont des substi- 
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tutions échangeables avec une substitution donnée S$, 
le produit TU, ..., obtenu en multipliant entre elles 
plusieurs des substitutions T, U, ...,sera égalerent une 
substitution échangeable avec S. - 


En effet, on a, par hypothèse, 
T=STS1, U—SUS-*, 
et, en multipliant, 
TU = STS-! SUS-!; 


les deux facteurs consécutifs S et ST! peuvent être 
remplacés par leur produit 1 dans le second membre; 
on a donc 


EU STUS 000 TU =SSATU< S—! 


ce qui montre que la substitution TU est échangeable 
avec S. On en conclut immédiatement que toutes les 
substitutions de la forme TUV... sont pareillement 
échangeables avec S. 


Â21. Tuéorëme Il. — Si m désigne un nombre pre- 
mier avec l'ordre d'une substitution donnée S, il existe 
des substitutions qui satisfont à l'égalité 


(1) Se —TST—, 


et leur nombre est précisément égal au nombre des 
substilutions qui sont échangeables avec S. 


Remarquons d’abord que l'égalité S* = TST-! ne 
peut avoir lieu que si m est premier avec l’ordre de $, 
car les substitutions TST-! et S sont semblables et, 
en conséquence, du même ordre; d’ailleurs S et S” ne 
peuvent être du même ordre que si mn est premier avec 
l’ordre de S. 

Cela posé, soient (C) l’un quelconque des cycles de S 
et (F)—(C})" la puissance mi" de ce cycle; il est 
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évident que l'égalité (1) sera satisfaite si l’on prend 


re (5) 


HA ne ne QE. - $ 
ë désignant, pour abréger, la substitution qui rem- 


/ 


place tous les arrangements C par les correspondants T'; 
en effet, la substitution 9SO71 s'obtient en remplaçant 
les arrangements C ‘contenus dans les cycles de S par 
les correspondants l'; on a donc 


S— 989", 
D'après cela légalité (r) peut s’écrire 
(2) TST: #0 S$S6"!; 
et si l’on multiplie à gauche par OT! et à droite par O, 
elle prend la forme 
(3) @-1TST 16 —S; 
enfin, si l’on pose 
T—OU, d'où T-1—U-16—, 

l'égalité (3) se réduit à 

USU-— 5, 


d’où il suit que U est une substitution échangeable avec S. 
Il résulte de là qu’on obtiendra toutes les solutions de 
l'équation (1), en multipliant par l’une d’elles O toutes 
les substitutions échangeables avec S; le nombre de 
celles-ci est donc égal au nombre des substitutions T, 


ExempPLe. — Pour donner un exemple de ce théorème, 
reprenons les deux substitutions 


Der js az) (bo, bi, db», b3) (cos Cis C2» Ca) 


Q—(@0; Vos Cor Gas Das Co) (as Di, C1, ©, 43, ba, Ca) 





EAST NU, ENT, Ve NET Ces Ne PRE ALP EN CE Pre "A. 
F Fe FRE ME # #3 J CA de “x ETS F : “ l 
LA L5d e EN + * y à. b > L D 

AVEME) se « S 
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que nous avons déjà considérées et qui sont des puis- 

A . .  « , , . 
sances d’une même substitution. Si l’on veut déduire 
de Q une substitution Q" telle, que 


Pi— Q'PQ, 


il suffira de multiplier Q par la substitution dont les 
deux termes sont respectivement les arrangements qui 
constituent P# et P; on voit de suite que cette substitu- 
uon est 

Gate lb, br lenc), 


et l’on a 


Q'—OQ — (45, Los Cos @os Va, Ca) (@1, Ds, cs) (&s, bi, cs). 


Reduction d'une substitution quelconque à un produit 


de transpositions. 


422. Toute substitution est équivalente à plusieurs 
transpositions. En effet, comme nous l’avons déjà dit 
au n° 235, si, par l'effet de la substitution S, la lettre a 
doit prendre la place qui est occupée actuellement par b, 
il est évident que la substitution S équivaut à la trans- 
position (a, b), jointe à une substitution S’ qui ne 
déplace que les lettres b...; en d’autres termes, on a 


De OC 


on peut raisonner sur S comme on vient de le faire 
sur S, et, en continuant de la même manière, on décom- 
posera S en un produit de transpositions. 

On peut réaliser une substitution S de plusieurs 
manières différentes, par le moyen de transpositions 
successives; mais, quelle que soit la marche que l’on 


aura suivie, le nombre des transpositions employées 
S.— Al. sup., 1. 18 
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sera toujours le même à un multiplie de 2 près. Cela va 
résulter du théorème suivant : 


Taéorkme. — Si o désigne le nombre des cycles 
d'une substitution S, relative à n lettres, le produit TS 
ou ST ,obtenu en multipliant entre elles la substitution S 
et la transposition T, sera une substitution dans laquelle 
le nombre des cycles sera o +1, savoir : a +1 si Les 
lettres de T appartiennent à des cycles différents deS, 
eto—1 dans le cas contraire. 

Soit 

T— (a, b }, 


et supposons que les lettres &;, bd, appartiennent à 
deux cycles différents de S, savoir : 


C— (2,8, 48 Na RCE URI NOSERERS 
Si l’on exécute la substitution S sur l’arrangement 
did, en a a} bio NE 
on obtiendra le nouvel arrangement 


bi, 


Œo Age. dj Ai D: bee b; 


et, si l’on applique à celui-ci la transposition T, on 


obtient 
Us Ua T0 SIDE . b;a; 


en comparant cet arrangement à celui d’où l’on est parti, 
on trouve 

TOC —: (a, 2086808 DER 
la substitution TS renferme donc un cycle de moins que 


la substitution S, et la même chose peut se dire de ST 


qui est semblable à TS. 


San 
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I 
CT 


Supposons maintenant que les lettres a,, b, fassent 
partie d’un même cycle C de S, et soit 


A di Pis Co Ro 7) à 
Si l’on applique la substitution S à l’arrangement 


Ai A. 71 &j b, EE à bi b;, 


on obtient 
Ag Anse di Pb DE b;a, 


et, en faisant la transposition T, 1l vient 
NOR CA; Et Da 0e: pe b;b;, 
d’où 1l suit que lon a 
OO ANRT Ab DEA, bis 


donc la substitution TS renferme un cycle de plus que 

la subsütution S, et la même chose a lieu, en consé- 
? 

quence, à l’égard de la substitution ST. 


Remarque. — Il est évident qu'il faut tenir compte 

Q pte; 
pour l'exactitude du théorème, des cycles qui se réduisent 
à une seule lettre. 


ConozLaire. — Si o désigne le nombre des cycles 
d'une substitution S formée avec n lettres, et que cette 
substitution puisse étre obtenue en multipliant entre 
elles et dans un certain ordre v transpositions égales ou 
inegales, on aura 


v—=(n—5)+2#, 
k etant un nombre entier. 


En effet, la première transposition peut être regardée 
comme une substitution formée de 7 —:1 cycles, l’un 
du deuxième ordre et les 7 — 2 autres du premier ordre ; 
donc, en la multipliant par la deuxième transposition, on 
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obtiendra une substitution qui sera formée de n— 1 #1 
cycles; ce premier produit, multiplié par la troisième 
transposition, donnera un nouveau produit dans lequel 
le nombre des cycles sera n—1+1r#i1, et ainsi de 
suite; en sorte que, après avoir exécuté la multiphication 
des y transpositions, on se verra conduit à l'égalité 


À Mn M de à ch EN Be 4) + 


dans laquelle le nombre des unités positives ou négatives 
ajoutées à 7 sera égal à v. Or, si l’on donne le signe — à 
l’une des unités qui doit avoir le signe +, on diminue 
de 2 unités le second membre de notre égalité. Il s'ensuit 
donc que l’on a | 


s—n—v+24 où v—(r—5) +24, 


et, en conséquence, le nombre des transpositions suc- 
cessives par lesquelles on peut effectuer une substitu- 
tion donnée S est toujours de même parité, quelle que soit 
la marche que l’on suive pour former les transpositions. 


423. On peut, d’après cela, distinguer en deux genres 
les N—1.2...n substitutions formées avec 7 lettres. 
Le premier genre comprendra les substitutions qui 
équivalent à un nombre pair de transpositions, tandis 
que celles qui équivalent à un nombre impair de trans- 
positions constitueront le second genre. 


Soient 
1, St Do 9 


les substututions du premier genre, parmi lesquelles 
figure l’unité, et 


To, Ti, To, Ts, . 


celles du deuxième genre. Il est évident que ces deux 
suites se changeront l’une dans l’autre, si on les multiplie 


dis de 


FE ME 
Rata" 











FU Es Su OR RAT TT 
sa ee HS ON NUE CAMES 
À Li 2 le 2 TR Set ES ASE MO: 
FINI ES FE ACT ANT, 2108 
> 4 2 1 je à E Le 
\! à à 4 
Ç a 
ie 
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par une transposition (a, b); par conséquent, il y a > % 
substitutions de l’un et de l’autre genre. “k | 
_ On peut aussi énoncer les résultats suivants : Al 
Une substitution circulaire est du premier ou du 
deuxième genre, suivant que son ordre ou le nombre 
de ses lettres est impair ou pair. 
Le produit de plusieurs substitutions est du premier 
_ ou du deuxième genre, suivant que le nombre des fac- 
teurs du deuxième genre est pair ou impair. 
Les puissances paires d'une substitution quelconque 4 
appartiennent au premier genre. È 
— 2 DGSE —— | 
+ | | 
a 4 £ 
L'ART CE oi 
L AL Ty ra £ rt % je Le Mn y. LR \ é V : 
€ ds # PONT es à Con SN CL ls Ts 1 EE D NE ET ORAN 
g EURE ere aie LL LS ne ait bei 
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CHAPITRE II. 


PROPRIÉTÉS DES SYSTÈMES DE SUBSTITUTIONS CONJUGUÉES. 


Des systèmes conjugués. 


424. Étant données plusieurs substitutions formées 
avec n lettres, si, en les multipliant une ou plusieurs 
fois les unes par les autres ou par elles-mêmes, dans un 
ordre quelconque, on n’obtient jamais que des substitu- 
üons comprises dans la suite des substitutions données, 
celles-ci constituent ce que Cauchy a nommé un système 
de substitutions conjuguées, ou simplement un système 
conjugué. Il est évident que tout système conjugué com- 
prend la substitution égale à l'unité. 

L'ordre d’un système conjugué est le nombre des 
substitutions qu’il renferme. 

Il résulte de ces définitionstque les Ne 
substitutions que l’on peut former avec 7 lettres consti- 
tuent un système conjugué d'ordre N, et que les puis- 
sances d’une substitution quelconque d’ordre vconstituent 
un système de substitutions conjuguées d'ordre v. 


495. Tuéorëme. — St: toutes les substitutions d'un 
système conjugué l d'ordre p sont comprises parmi les 
substitutions d'un autre système conjugue G d'ordre m, 
le nombre p sera un diviseur de m. 


En effet, désignons par 


(1) 1 SOS Ni 


= 0. “Y 
"1 A 


Ex 
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les y substitutions du système F; ces substitutions appar- 
tiennent à G, par hypothèse, et l’on a m>u. Soit T, 
l'une des substitutions de G qui n’appartiennent pas au 
système [”, c’est-à-dire à la suite (1); si l’on multiphe, 
à droite, par T, les termes de cette suite, les produits 
(2) DS DANS D Ne RS CNE 


que l’on obtiendra, seront compris parmi les substitu- 
tons du système G; d’ailleurs, deux quelconques de ces 
substitutions (2) sont évidemment distinctes et aucune 
d'elles ne saurait appartenir à la suite (1). Pour établir 
ce dernier point, il suffit de remarquer que l'égalité 
ST, = Sjentraînerait T, — S7'S;, cequiestimpossible, 
car le produit SF*S ; appartient nécessairement au sys- 
tème F, tandis que, par hypothèse, T, ne fait pas partie 
de ce système : 1l résulte de là que l’on a m—2p, ou 
m > 2u .9S1m est égal à 2u, le théorème est démontré; 
soit donc m>> 2, et désignons par T, l’une des substi- 
tutions de G qui n’appartiennent à aucune des suites (1) 
et (2). En multipliant à droite par T: les substitu- 
tions (1), on obtiendra p substitutions nouvelles, 


(3) T2, S1 T>, S2 Lo SULERE Su To 


qui appartiendront au système G; elles seront distinctes 
entre elles et distinctes des substitutions (1); en outre, 
elles sont distinctes des substitutions (2), car l'égalité 
De — 9 ;T; entrainerait T,—S7"'S;T,, ce quiestcontre 
l'hypothèse, car le produit S7'S;T, fait évidemment 
partie des substitutions (2). Il résulte de là que mn — 34 
oum > 3. Il est clair que l’on peut poursuivre de cette 
manière Jusqu'à ce que l’on ait épuisé toutes les substi- 
tutions du système G, et que l’on aura en conséquence 


m—= 4; 


q désignant un nombre enter. 
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Remarque. — Le système conjugué G a été ainsi par- 
tagé en g suites de substitutions, 


Y, S13 Sa RCECK) SA à 
ANUS ER NS ATEN SUR 
Ta ST UNSS DEN CI GENRES 


s'> +. t'Éetie jrs le ALT PEST Ce Tr Nate ram 6 016 cs ER 


LP , S; Lois , Se Le s ..., St T1; 


dont la première seule constitue un système conjugué. 
Pour former ce tableau, sur lequel repose notre raison- 
nement, nous avons successivement multiplié, à droite, 
par les substitutions T,, T;, ..., T,_, les substitutions 
du système TV; mais il faut remarquer que l’on aurait 
pu procéder d’une autre manière, et que la démonstra- 
tion aurait pu être faite en employant des substitu- 
uonsUÜ,, U;, ..., U,_, du système G, comme multi- 
plicateurs, à gauche, des substitutions du système F. 
En procédant ainsi, on aurait décomposé le système G 
en g suites formées chacune, comme les précédentes, 
de & substitutions et qui sont 


À S45 k So, .…., Dit 

Dé US, ab OM EUR 
U,, U:S,;, U, S2 DM" U;, Sins 
Ur: Lips Sy U?: D ..., pes, Suns 


chaque substitution U étant choisie parmi les substitu- 
uons de G qui ne font pas partie des lignes horizontales 
déjà formées. 

426. Le théorème que nous venons d'établir conduit 


à des conséquences importantes, qui sont contenues 
dans les corollaires suivants : 


CorozLaire [. — L'ordre d'un système de substitutions 
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conjuguées formées avec n lettres est un diviseur du 


MAOGMEN = x:5.3:,.. 7, 


En effet, les substitutions du système proposé appar- 
tiennent au système conjugué de l’ordre N qui comprend 
toutes les substitutions. 


Corozzaire Il. — L'ordre d'un système de substitu- 
tions conjuauees est un multiple de l’ordre de l’une 
ES P 
quelconque des substitutions du système. 


En effet, les puissances de l’une des substitutions d’un 
système conjugué appartiennent toutes à ce système ; 
d’ailleurs, ces puissances constituent un système con- 
jugué dont l’ordre est égal à celui de la substitution ; donc 
cet ordre est un diviseur de l’ordre du système proposé. 


CorozLaire II. — Ze nombre n des lettres étant 
supposé prenier, tout système conjugué d'ordre n se 
compose des n puissances d'une substitution circulaire 
d'ordre n. 


En effet, l’ordre d’une substitution quelconque du 
système doit diviser 7; 1l se réduit donc à 1 ou à n. 


CorozLarmEe IV. — S: deux systèmes conjugués offrent 
des substitutions communes, celles-ci constituent un sys- 
tème conjugué et leur nombre est en conséquence un 
diviseur commun des ordres des deux systèmes donnés. 


En effet, soien: 
(1) 1; O1 D2 CNE Le 
toutes les substitutions communes à deux systèmes con- 
jugués. Toute substitution 5, obtenue en multipliant 
les précédentes entre elles ou par elles-mêmes, appar- 
tient à la fois aux deux systèmes proposés; et, comme 
ceux-ci n’ont que les a substitutions communes (1), il 
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est évident que la substitution S se trouve comprise 
parmi elles; ces substitutions communes constituent 
donc un système conjugué. 


Des systèmes semblables et des systèmes échangeables 
entre eux. 


427. Considérons un système de substitutions con- 
Juguées 


(a) I, S1s SA .…., S PEME 


4 


on a vu que TSTT' et S sont deux substitutions sem- 
blables, quelle que soit la substitution T, et que, pour 
former la substitution TST-1, 1l suffit d’effectuer la sub- 
stitution T dans les cycles de S ; il en résulte que les 
substitutions 


(2) LAITS UT NTONT AN RME ES IS 


constituent un système conjugué. On peutaussi vérifier 
immédiatement ce fait, en remarquant que le produit 
d’un nombre quelconque de substitutions prises dans la 
suite (2) est de la forme TS,S,... S, TT!, et par suite 
de la forme TS;T*, puisque les substitutions (1) forment, 
par hypothèse, un système conjugué. 

Les systèmes conjugués (r) et (2) seront dits sem- 
blables (*); il peut arriver que ces deux systèmes coïn- 
cident, et alors on a, quel que soit i, 


EIS:Te = S ; ou TS; = S;Ts 


par conséquent, on obtient les mêmes résultats en mul- 


(*) M. Betti a donné aux substitutions (2) le nom de dérivées des sub- 
stitutions correspondantes (1); T est la dérivante, et le système (1) est 
alors le dérivé par T du système (1). 
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tipliant les substitutions (1) par T, soit à droite, soit à 
gauche. 
Considérons maintenant deux systèmes de substitu- 
tions conjuguées, 
101 tar 104, + y EN 
1; T;, T, T;, RNTS Toi; 


geables 


entre eux lorsque tout produit d° la forme TS; sera en 
même temps de la forme S;T >. Si l’on a j — 7j, quels 


nous dirons que ces deux systèmes sont echan 


que soient £ et j, le premier des deux systèmes propo- 
sés coïncidera avec le système semblable que l’on en 
déduit en multipliant ses substitutions à gauche par T, 
et à droite par T;*. Si l’on a en même temps 1, j =}, 
quels que soient z et 7, deux substitutions quelconques, 
prises dans les deux systèmes proposés, seront échan- 
geables entre elles. | 


Du problème général qui fait l'objet principal de la 


theorie des substitutions. 


428. Le problème général que l’on a en vue dans la 
théorie des substitutions peut être énoncé dans les termes 
suivants : 


Quels sont les systèmes de substitutions conjuguées 
que l'on peut former avec n lettres données ? 


La solution de ce problème serait, pour l’Algèbre, de 
la plus haute importance ; aussi Lagrange et, après lui, 
plusieurs géomètres éminents se sont-ils occupés de 
cette question difficile. Mais, malgré leurs efforts, ils 
n'ont pu atteindre le but proposé, et I: Science ne possède 
aujourd'hui sur ce sujet qu’un petit nombre de propo- 
silions générales que nous allons établir ici. 


’ 
+ 


Ve RON À dette VE POUR \ "UE RE ER en 4 5 2 0 pe. 
ÿ x \ k | nt | " & 9 LA AT Ro, HS Li) ù %. & VS CAE des Ad ï 
es : 14 pA Re 
| à , , MS HS VEN ; SA” 
… ? LE \ # 


Ü 


[el ? « 
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Parmi les systèmes de substitutions conjuguées que l’on 
peut former avec » lettres données, nous connaissons : 
1° le système qui comprend les N—1.2...7 substitu- 
tions; 2° les systèmes que l’on forme en prenant toutes 
les puissances d’une substitution quelconque. Nous les 
rappelons ici, afin de présenter un ensemble complet des 
résultats acquis. 


429. Taéonëme I. — Parmi les N—1.92...n substi- 
tutions que l’on peut former avec n lettres données, 
celles qui équivalent à un nombre pair de transpositions 


e \ . , » N . , . 
constituent un système conjugue d'ordre —; etiln'existe 
‘ 2 


4 Q LA 4 N 
aucun autre système conjugué du méme ordre =: 
‘ 2 


La première partie du théorème est évidente. Nous 
avons vu, en effet, que si l’on multiplie entre elles plu- 
sieurs substitutions du premier genre, c’est-à-dire plu- 
sieurs substitutions dont chacune équivaut à un nombre 
pair de transpositions, on obtient pour résultat une sub- 
sutution du premier genre. 

Pour établir la seconde parte, soit 
(1) PR a A a 


ET 
2 


; : N ARE 
un système conjugué d'ordre —: Multiplions à gauche et 
> 


à droite les substitutions de ce système par une substi- 
tution quelconque T, nous obtiendrons les produits 


(2) TTS SM TSI 
se 

et 

(3 Le S; jw So TL .…. Sy Tir 
= —1 
2 
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Si T fait partie du système (1), les suites (2) et (3) for- 
meront des systèmes conjugués identiques à (1); mais, 
si T n’est pas compris dans le système (1), chacune des 
suites (2) et (3) se composera, comme on l'a vu précé- 


N : » u , 
demment, des — substitutions qui n’appartiennent pas 
2 


au système (1). Dans tous les cas, les suites (2) et (3) 
offrent les mêmes substitutions, et l’on a,en conséquence, 
quel que soit :, pour une certaine valeur de }, 


19/5 De oueTSiTs "ES; 


d’où 1l résulte que le système (1) renferme toutes les sub- 
stitutions semblables à l’une quelconque de celles qui y 
sont contenues. Ce système ne renferme donc aucune des 
transpositions ; car autrement 1l les renfermerait toutes, 
et son ordre serait égal à N, ce qui est contre l'hypothèse. 

Supposons que T désigne maintenant une transpo- 
sition, les suites (1) et (2) comprendront toutes les 
N substitutions des lettres, etces substitutions ne feront 
que s’échanger entre elles, si on les multiplie par une 
transposition Ü. Orilest évident, d’après ce qui précède, 
que, par cette multiplication, la suite (1) se transformera 
dans la suite (2); donc à son tour la suite (2) se changera 
dans la suite (1), ce qui montre que la substitution UT 
fait partie du système (1). Ce système comprend ainsi 
toutes les subsututions que l’on obtient en multipliant 
deux transpositions entre eiles, et il renferme, en consé- 


N ; | ALT 
quence, les È substitutions qui équivalent chacune à un 
nombre pair quelconque de transpositions. 
1 \ . , » N 
CorozLaAIRE. — Le système conjugué d'ordre — ren- 
2 


ferme toutes les substitutions circulaires d'ordre impair, 
et il n’en renferme aucune d'ordre pair. 


ou £ 
NRC 


VE 


: V7 PTE CO EAST CORNE | ADR MT RAT PE TR ñ 
j ne, 4 er Re A Ê He) rt À AP : 
Fe” Lots à Pre 


} 
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En effet, toute substitution circulaire d’ordre p équi- 
et, I 
vaut à p — i transpositions ; on a 


(aps ai, 43, 0, an) — (aa ae) 2) OO 
430. Taéonime Il. — Si un système conjugué ren- 


ferme toutes les substitutions circulaires dont l'ordre 
est un nombre donné p égal ou inférieur à n, l’ordre 
“ LI 1 N L 
du système conjugué est N ou —. Cet ordre est toujours 
2 
égal à N si p est pair. 

Le théorème est évident, dans le cas de p = 2; car le 
système proposé contient toutes les transpositions et son 
ordre est égal à N. Dans le cas de p—3, le système pro- 
posé renferme la substitution circulaire 


(a, PMP PO EE NT a) (a, 2) 


des trois lettres données &,, &>, a3 et1l contient aussi la 
substitution 


(a, Az, dj ) — (as, di) (a, az)» 


si, le nombre 7 étant supérieur à 3, a; désigne une lettre 
nouvelle. Le produit de la première substitution par la 
seconde est 

(as, ai) (@, @) 
et ce produit doit figurer dans le système proposé. Done 
celui-ci renferme toutes les substifutions qui équivalent à 
un nombre pair de transpositions, et son ordre est ainsi 


au moins égal à —; d’ailleurs cet ordre est un diviseur 
7 


| . . ’ A N A 
de N, par suite il est égal à — ou à N. 
5 


Le cas de p=>3 se ramène facilement au cas de p—3. 
En effet, soient a,, a, 44 trois quelconques des lettres 
données, et posons 


4 R — (&;, >, a) Fes | (ai, 43) (ass a) 
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Soit aussi 


D it Di DR Un bp @3) 


une substitution circulaire d’ordre P formée avec les 
lettres &,, &, a3 et p—3 autres lettres données b;, 
De, . © LA) De On aura 


(a, a)S — (a) FD, CRT pe &3), 
et, en multipliant, à gauche, par (a,, as), 
FFS =— (a, A3; da, b,, be D Ou On 


Par hypothèse le système proposé renferme toutes les sub- 
stitutions circulaires d'ordre p : donc les substitutions TS 
et ST! doivent y figurer ainsi que leur produit T, qui est 
l’une quelconque des substitutions circulaires formées 
avec trois des lettres données. 

S1 le nombre p est pair, le système proposé comprend 
les produits de transpositions, en nombre impair, qui 
équivalent aux substitutions circulaires d'ordre p ; l’ordre 


Z 


de ce système est donc supérieur à = et, en consé- 


quence, 1l est égal à N. 


431. Taforëme IL. — Une substitution quelconque T 
étant formée avec n lettres, Les diverses substitutions 
des mémes lettres qui sont échangeables avec T consti- 
tuent un système conjugue. 


En effet, soient 


ÉD ROUTE OT De 


les M substitutions échangeables avec T, parmi lesquelles 
figure évidemment l’unité. Nous avons vu que le produit 
de plusieurs de ces substitutions est lui-même une substi- 
tution échangeable avec T; ce praduit fait donc partie de 
la suite précédente, et, en conséquence, celle-ci forme un 
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système conjugué d'ordre M. Ce nombre M a pour va- 


leur (n° 414) 
M=—{r.2..:m)(1.2. 0m) 000. MS RS 


m; désignant le nombre des cycles de T qui sont de 
l'ordre n,. On tent compte des cycles formés d’une seule 
lettre, en sorte que l'on a 


R= Mint + Mollat... ie Aa: 


Aïnsi en particulier avec un nombre 2 de lettres égal à 
min, On peut former, par le précédent théorème, un 
système conjugué d'ordre 


RATS PIC 0 D HE 
Exeveze. — Dans le cas de 
1-0 8022/0410 


on pourra former deux systèmes de substitutions conju- 
guées dont les ordres seront respectivement 1.2.3 x 25 
ou 48, et 1.2 X 3? ou 18. 


432. Taéorime IV. — Une substitution quelconque T 
étant formée avec n lettres, les diverses substitutions S 
telles, que le produit STST1 se réduise à une puissance 
deT, constituent un système de substitutions conjuguées. 


Le nombre des substitutions qui satisfont à l'égalité 
SISRÉERTS 


dans laquelle : représente un nombre donné premier à 
l'ordre de la substitution T, est égal (n° 421) au nom- 
bre M des substitutions échangeables avec S. Si donc on 
désigne par » le nombre des substitutions S qui satis- 
font à la précédente égalité, lorsque à cesse d’être un 
nombre donné, et par o(g) le nomhre qui indique com- 
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bien il v a de nombres premiers à l’ordre x de la substi- 
: P LU 


tution ‘T, on aura 
Vie Mo(r ] X 


Cela posé, suient 
(1) I, S1; S2 S 3 sens; DA 


les substitutions qui satisfont à la condition imposée par 
l'énoncé du théorème. Je dis que le produit de deux 
quelconques des substitutions (1) fait partie de la même 
suite, et que celle-ci constitue en conséquence un système 
conjugué d'ordre ». Considérons, en effet, les deux sub- 
stitutions S,, S°; on a par hypothèse 


(2) Hosts Le NOUS. Tes, TS, ; 
(3) SAIS RE TT, SOURIS T = T/ SN; 


en multipliant à gauche par S, l'égalité (3), il vient 


ghtus, 


4) GS TES TS 
ct, en élevant l'égalité (2) à la puissance j,a on 
SAIS DS TB MONO TO UT, 
c’est-à-dire 
(5) ST/S TU, ou S,T/—TŸS,; 
en vertu de cette égalité (5), la formule (4) donne 
D Sin T—T/S,S,, ou  (S,S,)T(SS, = TT, 
d’où il suit que la substitution S; S: fait partie de la 


suite (1), comme on l'avait annoncé: 


433. Soient e l’un des nombres premiers à u, et 6 l’ex- 
posarit auquel e äppartient relativement au module y. 
Au lieu de füriner là suite (1) avec toutes les substitu- 
tions S, qui satisfont à l’égalité 


RESTES Ur 
S, — Alg. sup., I. 19 
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où : a une valeur quelconque, si l’on prend seulement les 
substitutions S qui satisfont à la même égalité en impo- 
sant la condition que 1 soit congru, suivant le module p, à 
une puissance de e, les substitutions de la suite (1) forme- 
ront encore un système conjugué. Effectivement, si l’on 
suppose que dans les égalités (2) et (3) i et j désignent 
deux puissances de e, le produit ij sera lui-même une 
puissance de e, et, en vertu de l'égalité (6), le produit S, S; 
appartiendra à la suite (1). On peut donc énoncer le théo- 
rème suivant : 


Taéorëme V. — Une substitution quelconque T, 
d'ordre pu, étant formée avec n lettres, si l’on forme 
toutes les substitutions S telles, que le produit STST1 se 
réduise à une puissance de T, dont l’exposant soit 
congru, suivant le module u, à une puissance d’un 
nombre donné e appartenant à l’exposant 8, par rap- 
port au module p, les substitutions S constitueront un 
système conjugué d’ordre 6M. Lorsque le nombre y 
admet des racines primitives, 0 peut étre un diviseur 


quelconque de q{u). 


Ce théorème V comprend le théorème III comme cas 
particulier ; il se confond avec celui-ci quand on fait 8—1 
CLAIDan suite, e—1. Mais il ne comprend pas le théo- 
rème IV, parce qu'il n'existe pas en général de racines 
primitives pour un nombre composé. Cette extension du 
théorème LIT à été indiquée par M. C. Jordan, dans un 
Mémoire qui fait partie du XXX VIII Cahier du Journal 
de l’École Polytechnique. 


Corozraire |. — On peut former, avec n lettres, des 
TRS de substitutions conjuguées d'ordre n@(n) et 


o(r 
d’or dre PAT t étant un diviseur convenable de n. En 
t 


particulier, si n est un nombre premier, on peut former 


A FRA Lu 


WE 
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un système de substitutions conjuguces dont l’ordre soit 
égal à n(n —— 1) ou au quotient de ce nombre par un 
diviseur quelconque den->1; 


Ce corollaire résulte immédiatement des théorèmes IV 
et V, en supposant que T y désigne une substitution cir- 
culaire d’ordre 7. 


CorozLarre IT. — On peut former, avec n —1 lettres 


, \ . , » [o 07 
données, un système conjugué d'ordre o(n) ou as : 


Considérons en effet le système conjugué qui contient 
non) FAT : 

nœo(n) ou Et substitutions de 7 lettres, et dont il est 
question dans le corollaire précédent. Pour former ce sys- 
ième, on part d’une substitution circulaire T, d'ordre n, 
et l’on prend les substitutions S qui satisfont à une éga- 
lité de la forme STS' — "Té. Or, du mode de formation 
de ces substitutions S, 1l résulte que, pour chaque valeur 
de z, il existe une substitution unique S, qui ne déplace 


pas une lettre donnée a. Donc le système que nous COnsi- 


n : ‘ : ë 
dérons renferme p(n) ou 4 substitutions qui ne dépla- 


cent que 7—1 lettres ; 1l est évident que ces substitutions 
constituent un système conjugué. 


434. Dans le cas de n —6, si l’on choisit d’abord 
pour T une substitution régulière formée de deux cycles 
du troisième ordre, on pourra former, par le théo- 
rème IV, un système de substitutions conjuguées dont 
l’ordre sera 1.2 x 3? X 2 ou 36. Si l’on prend en second 
lieu, pour T, une substitution circulaire du sixième 
ordre, on pourra former, par le théorème V (corollaire L), 
un système conjugué d'ordre 6 X%(6) ou 12. Soit 


HA lanbter die") 
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la substitution circulaire choisie; le système conjugué se 
composera : 1° des six puissances de Ÿ,, 


1 Le EX Fa æe, LR 


2° des six substitutions du deuxième ordre suivantes : 


(a, 0) (cr 7) fie, Waseh(d, PHEREE" 
(a, D'REGELTENAIE (a, e)(b, dj{e)(f), 
HET a (Be), d),.- {Bb f) (ee (a) (d); 


si l’on désigne par S l’une quelconque de ces six dernières 
substitutions, on a STS='— T5 ou (ST = 1. 


435. Taéonkme VI. — Si deux systèmes de substitu- 
tions conqugueecs 


1, 0 1s a RE 
Ds Tes Es rt IT 


formées avec n lettres, et dont les ordres sont respecti- 
vement pet v, sont échangeables entre eux et n'offrent 
aucune substitution commune, les substitutions 


y a | 
1, Si, D 25 DER D 
T;, TS, KG PAPE Sets 
TS TE SONT 


ou 


+ mn (R! 
Le, Si Li ses) Vu LS 


obtenues en multipliant les substitutions de l’un des 
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systèmes par celles de l’autre, formeront un système 
conjugué d'ordre u. 

En effet, si l’on prend plusieurs termes dans l’un quel- 
conque des deux tableaux, et qu’on les multiplie entre 
eux, on obtiendra un produit composé de facteurs T'et 
de facteurs S. Mais, par hypothèse, on peut intervertir 
l’ordre de deux facteurs consécutifs S et T, à la condition 
de modifier, s'il y a lieu, leurs indices, puisque l'on a, 
quels que soient 1 et j, 


ST; ct S;r et T° S; = ST ; 


en outre, le produit de plusieurs facteurs S ou T consé- 
cutifs se réduit à l’une des substitutions désignées par S . 
ou T'; donc le produit que nous avons formé est de l’une 


ou l’autre forme 
S; Th T; Si, 


et, en conséquence, il fait partie des substitutions com- 
prises dans chacun de nos tableaux. D'ailleurs, deux 


substitutions prises dans le même tableau sont diflé- 
rentes, car l'égalité 
T; S ; se Ty S j 
entraîne 
SR ee Pl ie: 


le premier membre appartient au système S, le deuxième 
au système T; en outre, ces deux systèmes n’ont que le 
seul terme commun 1 ; il s'ensuit que l’on a 


S; Sr — 1, TT r, 


, A Lg 
c’est-à-dire 
5 j Les S; Ty se FE 


Chacun de nos tableaux comprend donc py substitutions 
distinctes, lesquelles constituent un système conjugué. 
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CorozLaine I. — Si Les substitutions S et T d'ordres 
respectifs p et v sont échangeables entre elles et n’ont 
aucune puissance commune autre que l'unité, on for- 
mera un système d'ordre uv en multipliant les a puis- 
sances de S par les y puissances de T.. 


En effet, dans l'hypothèse admise, les deux systèmes 
conjugués 
PALAIS ms 
A PA So NON ét 


remplissent les conditions exigées par l’énoncé du théo- 
rème précédent. 


ConozLarme Il. — St plusieurs substitutionsS, T,U, …, 
d'ordres respectifs p, v, £, ..., sont échangeables entre 
elles deux à deux, et si l'égalité 


SiT/U#...— 


ne peut avoir lieu que pour i=u, j =v,k=p, ..., on 
formera un système conjugué d'ordre ve... en mul- 
tipliant les puissances de S par celles de T, puis les 
résultats obtenus par les puissances de U, et ainsi de 
suite. 


Remarque. — Si l’on pose 


P RTE (ao, is she dt) (be, b;, ts DER . EUR 7e re TER 
Q— (@os Dos * *s 10) (&i; Di, .. :» Ja) » .  (Gg—15 CNE .. + JE 


pour que S et T soient des substitutions échangeables 
entre elles et que ces substututions n’aient aucune puis- 
sance commune autre que l'unité, 1l faut et il suffit 
(n° 417) que l’on ait 


Re 10, 
Ou 
AS PPT SES 6 QE 


PL «e 
Te u 10r 
) 
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P' et Q’, P'et Q", ... désignant des substitutions for- 
mées de la même manière que P et Q, mais avec des 
lettres différentes. 

Considérons, par exemple, le cas de six lettres. Si 
l’on fait 


S—(a,b)(c,d)(e, f), T—(ac)(8, d)(e)(f), 


on obtiendra un système conjugué du quatrième ordre 
qui se composera des quatre substitutions 


P'IOMLROE 


436. ExAMEN D'UN cAs REMARQUABLE QUI RENTRE DANS 
LES THÉORÈMES V Er VI. — Le cas dont il s’agit ici est 
celui du système de #7(7—1) substitutions conjuguées 
dont il est question dans le corollaire I du théorème A 
lorsque le nombre » des lettres est premier. 


Soient 
dos js a, +3 Ans 


les » lettres données, et supposons, comme au n° #16, 
que angzr désigne la même lettre que a. Le système que 
nous considérons sera formé de toutes les substitutions S 
qui satisfont à une égalité de la forme 


DES e-iT 


dans laquelle T désigne une substitution circulaire 


d'ordre n. Soit 
T — (os js Ag vu, (LPS 


cette substitution. Le nombre » étant premier et à dési- 
gnant un nombre quelconque non divisible par 7, T'sera 
une substitution circulaire d’ordre 7, et l’on aura, par 
nos conventions, 


T'— Cao, dis lai sv) A(n—1)i | 
ou, en faisant passer une lettre quelconque ax; à la pre- 
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mière place, 
Lie (aps, Œ(p+i)is os Anis Lo jy os a(xsi] 


Cela posé, chaque substitution S doit se former en pre- 
nant pour numérateur la permutation qui constitue le 
cycle de T'et pour dénominateur la permutation qui 
figure dans le cycle de T. Désignons par C cette dernière 
permutation, par Cet C/les permutations qui consti- 
tuent le cycle de T? lorsqu'on met à la première place 
a et ax respectivement. L'expression générale des sub- 
stitutions S sera 


Cf! C*° er 
s=(6)=(e)(e): 
On a évidemment 


(ta 
rase EE KEis® 
é = (os Apis api oo 0 En )ki] = T3 


; É < CG: 
quant à la substitution (e }» elle ne renferme pas la 
lettre a, et l’on a 


à ; 
(£ Va Le Agios A(n—1)i : 
| G My Ca 


Cette substitution a pour effet de multiplier par & les 
indices des lettres a; soit r une racine primitive pour le 
nombre premier n, posons 


i=7" (mod. 7), 


et désignons par UÙ la substitution qui a pour effet de 
multiplier par r les indices des lettres a : il est clair que la 
puissance vie de U multipliera ces indices par 7” oui: 


on aura donc 
#2 
rt: 
(ce) 


on voit en outre, à cause de 771=1 (mod. 2), que U est 


Ag "STE 
1 LUE REA CFE 


PCA R: ni 
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une substitution circulaire de l’ordre 7 — 1 dont l’ex- 
pression est 


A ea its, LN area) 


Il résulte de là que, si l’on désigne par L un nombre tel, 
que l’on ait À=k1 (mod. 7), la substitution S aura pour 
valeur 


(1) ST Ur”; 


enfin, de l'équation 





on tre 
STS-1— T'i— T! — SU, 
d'où 
T* S—1 es U— 
et 
(2) SE UXTÉ. 


Les formules (1) et (2) fourniront donc la même valeur 
de S, si les exposants L et Æ satisfont à la relation 


h = kr”. 
Chacune de ces mêmes formules donnera toutes les sub- 
stitutions du système que nous considérons en attribuant 
à » ou à £ les n valeurs o, 1,2, ...,n—1,et à v les mêmes 
valeurs, zéro excepté, ou, ce qui revient au même, 7—1 


excepté. En d’autres termes, le système dont nous nous 
occupons s’obtiendra en multipliant les substitutions 


CHE OO RRQ PORTE EE Ep 
à droite ou à gauche, par les substitutions 
VAE Or SRE ESS L'on 


Exemrze. — Considérons le cas de 7 — 5. Comme 2 
est ici racine primitive, on pourra former un système de 
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vingt substitutions conjuguées en multipliant entre elles 
les puissances des deux substitutions 


T— (0, 443, 43, &), U— (ai, Go, @3, a); 
il est facile de vérifier sur cet exemple que la formule 
U'T*U— — T4? 
a lieu quels que soient les nombres k et v. 


437. Taéorëme VIL — Ætant donné un système de 
n lettres, soient n, un nombre entier égal ou inférieur 
à n,et y—=mn, un multiple de n, contenu dans n. 
Soient encore n, un nombre égal ou inférieur à ms, et 
mon un multiple de n; contenu dans m,. Soient pareil- 
lement n; un nombre égal ou inférieur à me, et M; n3 
un multiple den; contenu dans m», . ... On pourra tou- 
jours, avec v lettres arbitrairement choisies parmi les 
n lettres données, former un système de substitutions 
conjuguées dont l'ordre sera n}n7n7s ..….. 


Ce théorème a été démontré par Cauchy, dans le Mé- 
moire que nous avons déjà eu l’occasion de citer. 

Prenons y — m, n, lettres parmi les 7 qui sont don- 
nées, puis distribuons-les en m1, groupes ou arrangements 
composés chacun de 7, lettres, et que nous nommerons 
groupes de première espèce. Prenons ensuite ces m, ar- 
rangements pour composer les cycles de m2, substitutions 
circulaires d'ordre 7,, que nous représenterons par 


(x) PiVPIN De D. 


Parmi les m, groupes de première espèce, prenons-en 
man et distribuons-lesen m, groupes de deuxième espèce, 
lesquels seront ainsi formés par la réunion de 7: groupes 
de première espèce. Avec les 7, 72 lettres de chaque 


He: : 
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groupe de deuxième espèce, formons une substitution 
ayant pour effet de déplacer circulairement les groupes 
de première espèce contenus dans le groupe de deuxième 
espèce, et soient 


(2) Qi; Q:, Q: DOM, or 
les m2 substitutions ainsi obtenues. Si G, C, C/, ... 
désignentles arrangements ou groupes de première espèce 
qui composent un groupe de deuxième espèce, chaque 
substitution (2) sera de la forme 

GE GRAN 
GGEGE 1 


CCC 2) Lou 

/ 
elle a pour effet de remplacer chaque lettre de C par celle 
qui occupe le même rang dans C’, celle-ci par celle qui 
occupe le même rang dans C”, et ainsi de suite. Il résulte 
de là que les substitutions Q sont régulières et que cha- 
cune d’elles est formée de 7, cycles d'ordre n». 

Parmi les m, groupes de deuxième espèce, prenons-en 
mn, et distribuons-les en m;, groupes detroisième espèce, 
lesquels comprendront ainsi 7; groupes de deuxième 
espèce. Avec les 7, n:n3 lettres de chaque groupe de 
troisième espèce, formons une substitution ayant pour 
effet de déplacer circulairement les groupes de deuxième 
espèce contenus dans celui de troisième espèce, et soient 


(3) R;, R;, R;, shoes h 


les m;, substitutions ainsi obtenues. En reproduisant le 
raisonnement que nous avons fait à l'égard des substitu- 
tions Q, on prouvera que chacune des substitutions R est 
réguhère, et qu’elle est formée de n, 7, cycles d'ordre n3. 
On peut continuer ainsi tant que l’on n'aura pas ren- 
contré l'unité dans la suite des nombres m,, mo, M3, ..…. 

Dans chacune des suites (1), (2), (3), ..., deux sub- 
stitutions quelconques n’ont aucune lettre commune, et, 
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par suite, elles sont échangeables entre elles. On ob- 
üendra donc un système de substitutions conjuguées P 
d'ordre 7? en multipliant entre elles les m, suites qui 
sont formées chacune par les x, puissances de l’une 
des substitutions (1). Pareillement, on obtiendra de la 
même manière des systèmes conjugués Q, R, ..., dont 
les ordres seront respectivement 77:, n%#, ..., au moyen 
des substitutions (2), (3), ... 

Je dis en outre que deux quelconques des systèmes 
ainsi formés sont échangeables entre eux. A cet effet, 
représentons les lettres contenues dans chacun des divers 
arrangements ou groupes d’une espèce quelconque par 
un même caractère a oub, ou c, ... affecté d’un indice 
variable; alors celles des substitutions P, Q, R, ... qui 
ont pour effet d'échanger circulairement les groupes d’es- 
pèces moins élevées contenues dans l’un des groupes que 
nous considérons pourront se déduire de celles qui se 
rapportent à un autre groupe, en changeant la lettre que 
nous sommes convenus d’affecter d'indices, mais en con- 
servant les mêmes indices. Si donc À et B désignent deux 
arrangements de i°"° espèce formés respectivement de 
deux lettres a, b, affectées des mêmes indices. et si l’une 
des substitutions P, Q, ... change A en A’, l’une de ces 
substitutions changera aussi B en LB, les indices de à 
dans B’ se succédant dans le même ordre que les indices 
de «a dans A’. 

Cela posé, soit V une substitution de l’une des 
suites (2),(3),... qui déplace circulairementles groupes 
À, B, GC, D, ..., K de i"° espèce, contenus dans un 
groupe ABCD...L de(i+ 1)" espèce. Soit en même 
temps U l’une des substitutions (1), (2), (3), ... quine 
produisent de déplacements de lettres que dans l’un des 
arrangements À, B, ...,dans C par exemple. Supposons 
que U change C en C'; d’après ce que nous venons de 


OT Les ya A ES 16 Ve Les NT ERP ET tn De LOST | V2 
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dire, le système auquel U appartient renfermera une 
autre substitution U’ changeant aussi D en D’. Appli- 
quons successivement les trois substitutions U, V, UT! 


à l’arrangement 
ABCD SK. 


Par la substitution U, cet arrangement, devient d’abord 
ABCD:-:K:;: 

il se transforme ensuite en 
BCD'...KA 


par la substitution V. Enfin, comme la substitution UT! 
change D’ en D, elle nous donnera l’arrangement 


BCD. de A} 


que l'on aurait obtenu tout d’abord en appliquant la 
substitution V à l’arrangement primitif ; on a donc 
5 P 


DÉMENUeZ NAS d'où YU U:V. 


Il résulte de là que les systèmes conjugués P, Q,R, ... 
sont échangeables entre eux deux à deux. D'ailleurs un 
produit tel que V...RQP, formé avec des substitutions 
de ces divers systèmes, ne peut se réduire à l'unité à 
moins que tous ses facteurs ne se réduisent eux-mêmes 


à l'unité; car, s’il en était autrement. on aurait 
...RPQ = V<, 


ce qui est impossible, puisque la substitution contenue 

dans le premier membre est impropre à déplacer les 

groupes de lettres que V7! échange entre eux. On voit 

donc que l’on obtiendra un système de substitutions con- 
malin 


juguées d'ordre nf n2":n3%...,en multipliant entre eux 


les systèmes P, Q,R, .... 


Corozzaire 1. — Ztunt donne un système de n let- 
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tres, soit p un nombre premier égal ouinferieur à n. 
Soient encore y — mp un multiple de p contenu dans 
n; mp un multiple de p contenu dans m, ; m3p un mul- 
tiple de p contenu dans m2... On pourra toujours, 
avec y lettres choisies arbitrairement, former un système 
de substitutions primitives et conjuguées d'ordre 


PEN ets: . 


Ce corollaire résulte du théorème précédent, en y sup- 
posant, = n:=n3—= ...—p. L'ordre dusystème con- 
jugué étant une puissance de p, chacune des substitu- 
tions du système a elle-même pour ordre une puissance 
de p, et en conséquence elle est primitive. 


Corozraire II. — Ætant donné un système de n 
lettres, soient p un nombre premier égal ou inférieur 
à n, v le plus grand multiple de p contenu dans n, 
et p* la plus haute puissance de p qui divise exactement 
le produit N=—1,2.3...n. On pourra toujours, avec 
y lettres prises arbitrairement parmi les n lettres don- 
nées, former un système de substitutions primitives et 
conjuguées d'ordre p#. 


Ce corollaire se déduit du précédent, en supposant que 
m,p soit le plus grand multiple de p contenu dans », 
mp le plus grand multiple de p contenu dans m,, et 
ainsi de suite. Dans cette hypothèse, la somme 


= M TE Mas ME FIRE 


est évidemment l’exposant de la plus haute puissance de p 
qui divise exactement N = 1.2.3...n. 


438. Exemrze. — Considérons le cas de 7 —6, et pre- 





nons p—2. La plus haute puissance de 2 qui divise 
exactement le produit 1.2.3.4.5.6 est 24 ou 16; on 
pourra donc avec six letires former un système de seize 
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substitutions primitives et conjuguées. Soient a, b, c, d, 
e, f les lettres données : on pourra choisir pour les sub- 
stitutions P 


lait}melc, d'vtet}: 
la série des substitutions Q se réduit ici à une substitu- 
tion unique, et l’on peut prendre 
(ac) (6, à). 


Le produit des quatre systèmes 


fournit seize substitutionsconjuguées, parmi lesquelles on 
rencontre, outre l'unité : 1° trois transpositions, savoir : 


LMODR ONCE IOMER RE 


2° cingqsubstitutions régulières, formées chacune de deux 
transpositions, Savoir : 


(asb)(c, d), (a, b)(e,f), (c d)(e,f), 
(a, c)(6, d), (ado c}; 


3° trois substitutions régulières formées chacune de trois 
transpositions, Savoir : 


MAC ae, 7}, 0(a,c|.(8,d) (ef), (a, dhtüsehle, fi 


4° deux substitutions circulaires du quatrième ordre, 


SaVOIr : 
feadabrer la, cb dd}: 


5° deux substitutions primitives du quatrième ordre, 
non régulières, savoir : 


(a, d, b, c) le?) (a, C) b, difenr). 


MA 


s PEN A TS je MAT Re DENT EE Si er EN LUE 
DE GR RE Le 


Y1 
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439. Taéorkme VIII. — S: l’on a formé un système 
de subititutions conjuguées de m lettres dont l’ordre 
soit uw, et un système de substitutions conjuguées de 
p lettres dont l’ordre soit 5, on pourra construire un 
système de substitutions conjuguées de n = mp lettres, 
dont l'ordre sera pP5w. 

En effet, distribuons les mp lettres données en p 


groupes composés chacun de m lettres, et que nous re- 
présenterons par 


do, 1, A3, Me fes A yn—1) 


Soit À un système de p substitutions conjuguées, 
formées avec les m lettres a qui composent la première 
ligne de ce tableau. Soient aussi B, C, ..., K les systèmes 
de substitutions conjuguées que l’on obtient en rempla- 
çant successivement dans À la lettre a par b, c, d, ..., 
k, sans changer les indices dont la lettre est affectée. 


Désignons enfin par 
Rte Qu PT ea LE 
& substitutions conjuguées, formées avec les p lettres 
205 ee AT IDOPONS 
SES SNS TEINTE 
ct nommons P le système conjugué d'ordre & 
AAA © ED ERA SEPT E 


dont les substitutions ont pour effet d'échanger entre 
elles les lignes horizontales de notre tableau. | 

Les systèmes À, B, ... K sont évidemment échängea- 
bles entre eux, et il est aisé de voir que leur produit est 
échangeable avec le système P. En effet, soient À une 
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substitution du système À, et S une subsutution de P; la 
substitution À, effectuée la première, déplaceraleslettres 
æ et elle remplacera la première ligne du tableau par 


LA L ! 2 


PR LS pl es (li sd 


après quoi la substitution S déplacera Îles lignes hurizon- 
tales du tableau; seulement, si elle doit amener les let- 
tres à à la place de 4, la ligne précédente sera remplacée 
par 

LES UE 

el, pour faire disparaître les accents, il suffira d'appliquer 
la substitution Bt, B désignant ce que devient À quand 
on y remplace & par &. On voit alors que l’on a 


HA AP NO OU PA PP: 

Ïl résulte évidemment de là qu’en multipliant entre 
euxles p+1 systèmes À, B, CG, ..., K et P, on obtiendra 
un système conjugué dont l'ordre sera pP&. 

Corozraire 1. — Cr peut former, avec n = mp let- 


tres, un système de substitutions conjuguées d'ordre 


(AREA 5 mire tiro;rain). 


Il suffit en effet de prendre pour A le système de toutes 
les substitutions formées avec mn lettres, et pour P le sys- 
tème de toutes les substitutions formées avec p lettres. 


ExempLes. — Dans le cas de 7 — 6, on peut faire 
M—3,p— 2; ou p—2,m=— 3. On voit alors que l’on 
peut former avec six lettres deux systèmes de substitu - 
tions conjuguées, dont les ordres sont respectivement 72 
et 48. Dans le cas de n—4, on a m—2, p—)2, et l’on 
peut former avec quatre lettres un système con] ugué 
d'ordre 8. 

CorozLarmE II. — Si p est un nombre premier, on 
peut former, avec n = mp lettres, un système de substi- 
tutions conjuguées d'ordre(r.2.3...m)P p(p—1). 


S. er Alg. sup, LES 20 
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I suffit en effet de choisir À comme dans le précédent 
corollaire, et de prendre pour P le système conjugué 
d'ordre p(p—1) dont nous avons reconnu l'existence 
dans le cas où p est un nombre premier. Le système dont 
il s’agit ici se rencontre dans la théorie des équations. 


440. Tuéonbme IX. — Si un système de substitutions 
conjuguées relatif à n lettres renferme toutes les substi- 
tutions circulaires du troisième ordre que l’on peut for- 
mer avec n—1 lettres données, et qu'il ait encore 
d'autres substitutions, il renferme toutes Les substitu- 
tions circulaires du troisième ordre que l’on peut former 
avec les n lettres. 

Soient 

CTI MT le SET D 

les 2 lettres données, G le système que l’on considère, eL 
G'le système conjugué formé avec celles des substututions 
de G quinecontiennent pas D. Désignons par T une sub- 
stitution de G qui n’appartienne pas à G', et supposons 
que T substitue b, à;, aj à 4, &, ds, 1 et j étant deux 
indices quelconques qui peuvent avoir les valeurs 1 et 2; 
comme la substitution Ü ={4&0, &i, a2) appartient à G, 
parhypothèse, il en sera demême de TÜUTT! —(8, a;, a;). 
Le système G renferme donc toutes les subsututions cir- 
culaires formées avec les 2 lettres. 


L a \ 0 . 
CoroLLAIRE. — Si un système de substitutions 
conjuguces relatif à n leïtres renferme toutes les 


N . k ; ; 
I .2.3...(1—1)—= LE substitutions formées avec n —1 let- 
zè 


N . \ LA 
t'es; Sort ordre est N ou -+ Si le systCir1e propose T'Cn- 
7è $ 
ferme seulement les — substitutions du premier genre 
DID 


, N 
formées dayec n—1I lettres, son ordre est = ou. 
2 2/2 
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Conservons les notations dont nous venons de faire 


U N N 
usage. Par hypothèse l’ordre de G’ est — ou —: le même 
/ ñn on 


nombre exprimera donc aussi l’ordre de G, si ce système 
n'aqueles seules substitutions de G”. Dansle cas contraire, 
Gadmettratoutesles substitutions circulaires du troisième 


ordre formées avec les » lettres, et son ordresera N ou : 
savoir : N si G renferme toutes les substitutions de 
n—1 lettres, et si G’ renferme seulement des substi- 
tutions du premier genre. 


AM. Taéorëme X.— Si un système de substitutions 
conjuguees relatif à n lettres ne renferme pas toutes les 
substitutions circulaires du troisième ordre formées avec 
n—1 lettres, mais qu'il contienne toutes celles que l’on 
peut former avec n—2 des lettres données, les substi- 
tutions du système qui déplacent les deux autres lettres 
ne peuvent que les échanger entre elles. Le nombre n est 
supposé supérieur à 4. 

Soient 

CE EC RU PS PO PE PO PO 


les n lettres données, G le système que l’on considère, 
et G’ le système conjugué formé par celles des substitu- 
tons de G qui ne déplacent aucune des lettres D, B:; 
par hypothèse le système G renferme toutes les substi- 
tutions circulaires du troisième ordre que l’on peut for- 
mer avec les 7 — » lettres a. Désignons par T une sub- 
stitution de G qui n’appartienne pas à G’et qui n’échange 
pas entre elles les lettres D, et b:. 

Si T déplace D, pour la substituer à a, et qu’elle ne 
déplace pas à, ou que, déplaçant b,, elle la substitue à 0, 
soient a, et a: les deux lettres ani seront remplacées par 
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deux lettres quelconques données, a;, aj; comme la sub- 
stitution U —(4,, &,, &) appartient à G, il en est de 
mème de TÜT-'=(6,, ai, aj); donc le système G ren- 
ferme toutes les substitutions circulaires du troisième 
ordre qu’on peut former avec 7 — 1 des lettres données, 
ce qui est contre l'hypothèse. 


S1 T substitue D, et b, à ao et 44, a; à @s, la substitu- 





tion U— (a5,&,,a2) appartenant à G,1len sera de mème 
de TUT-' —(0,,b,, a;). Or cette dernière substitution 
remplace a; par b5, et bo par b,; on rentre donc dans 
le cas précédent, qui est incompatible avec notre hypo- 
thèse, comme on vient de le voir, 

Il résulte de là que la substitution T ne peut qu'échan- 
ger les lettres b,, b, entre elles; elle sera donc de la 
forme T = (5, b1).S,S étant une substitution de G'.On 
voit aussi que le système G s'obtiendra en multipliant 
entre eux le système G' et le système formé des deux 
substitutions 1, (5, b,). En conséquence, l’ordre du 
système G est double de l’ordre du système Gr’. 


Rémarour. — La démonstration précédente exige que 
le nombre des lettres a soit au moins égal à 3, et que 
l’on ait en conséquence 2 °> 4. Le théorème ne subsiste 
pas pour 7 — 4. 


CoroLLAIRE. -— St un système de substitutions conju- 
guces relatif à n lettres renferme les 


N 
1.2.3...(2—2) = ———— 
7/2 | 72 —— 1) 
substitutions formées avecn— des lettres données, mais 
qu'il ne renferme pas toutes celles qu'on peut former 
avec n—1 lettres, son ordre sera égal au quotient de N 


AAUTI EX 
par l’un des deux nombres a 





» n(n—1). Si le sys- 
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x N LE 
tème renferme seulement les RES substitulions du 
72 \ Le" | 


premier genre formées avec n— 2 lettres, mais qu'il ne 
contienne pas toutes celles que l’on peut former avec 
n—1 lettres, son ordre sera égal au quotient de N par 
l’un des deux nombres n(n—1), 2n(n—1). 
x \ ? 4 21 N 
En effet, par hypothèse, l’ordre de Gest ——— 
| 1è ( n— 1) 


ou ———, et le même nombre exprimera l’ordre 
2n(n—1) 


de G, sice système n’a que les seules substitutions de G’. 
Dans le cas contraire, toute substitution de G qui n’ap- 
partient pas à G’ déplace circulairement les deux lettres 
non contenues dans (7, car autrement G posséderait 
toutes les substitutions circulaires du troisième ordre 
qu'on peut former avec 2 —1 lettres, et cela est contre 
l'hypothèse. Alors, d’après le théorème précédent, l'ordre 


de G est double de l’ordre de Gr, 


Des groupes de permutations. 


442. Considérons un système F de substitutions con- 
juguées de n lettres, dont l’ordre soit égal à u; sotent 


ADP MA Se 


les substitutions de ce système. Si l'on prend une quel- 
conque des permutations des x lettres données, et que 
l'on multiplie cette permutation A, pat 235 # substitutions 
de T, on obtiendra y produits 


À 6: 51 A0; S2 A0) PRET Su=-1-À.0 


ou 
À, A, A», CROMCIE Aer 


qui constituent ce qu'on nomine un groupe de permuta- 
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tions. Les substitutions du système F, par lesquelles on 
passe d'une permutation à une autre, sont dites les sub- 
stitutions du groupe. 

Désignons par G, soit le système des N=—1.2.3...7 
substitutions des lettres données, soit tout autre système 
conjugué contenant toutes les substitutions du système F. 
On a vu au n° 495 que, si l’on désigne par m = pq l'ordre 
du système G, les substitutions de ce système peuvent 
être représentées de l’une ou de l’autre des deux manières 
suivantes : 


I, S4, So, Se 

ER TE ADR Sant 
(1) LYS NE SET STE 

UTC SN EMR EE 5 

UT 5 SITE IS TPE ESC 

TI, S1 » So; , EN 

U:, U,S: Us 52 ) { 108 1 
(2) OL TILS PATES se 


! T Q Ç 
\ U;-; Hate U;-:152; .. UÙ-1 981. 


Cela posé, on obtiendra un groupe de »2 permutations, 
en multipliant la permutation AÀ,, prise arbitrairement, 
par les m substitutions de G ; et, pour effectuer cette opé- 
ration, on peutsupposer à G l’une ou l’autre des formes 
(r}set (2): 

Employons d’abord la forme (1). La première ligne 
horizontale est formée des g substitutions du systèmeF, 
el les produits de la permutation A, par ces substitutions 
donneront le groupe déjà considéré plus haut, savoir : 


A, Ai À, Ne FACE A1. 


Pour multiplier À, par les substitutions de la deuxième 





HA" | PT Ve ru 471 
11 8: MONENEES 


SECTION IV. — CHAPITRE Il. 534 


ligne du tableau (1), il suffit de faire le produit Af° de la 


permutation À, par T, et de multiplier ensuite ce produit 
par les substitutions F; les résultats 


(1 ( 
A ) A A, he 


0 1 


(1 
LA 


p—1? 


qu’on obtiendra ainsi, forment évidemment un deuxième 
groupe de permutations qui admet les mêmes substitu- 
tions que le précédent. 

Comme ce que nous venons de dire s'applique évidem- 
ment à chacune des lignes du tableau (1), à partir de la 
deuxième, on voit que le groupe de permutations obtenu 
en multipliant une permutation À, par les pq substitu- 
tions du système G est décomposable en q groupes for- 
més chacun de p permutations; en outre, ces divers 
groupes partiels admettent les mémes substitutions, 
savoir, celles du système T. 

Opérons maintenant dela même manière en employant 
le système G sous la forme (2). La première ligne du 
tableau (2) donnera, comme précédemment, le groupe 


À, A1. À», S.…, ALT 


quant aux lignes suivantes du tableau (2), elles donne- 
ront pour résultats les produits obtenus en multipliant 
successivement ce premicr groupe de permutations par 
les substitutions 

(AS A UE ÉD 


et, comme ces opérations équivalent à de simples change- 
ments dans lanotation employée pour désigner les lettres, 
chacune d’elles transformera le premier groupe en un 
autre groupe. Il résulte de là que le groupe obtenu en 
multi liant la permutation A par les uq substitutions 
du système G est décomposable en q groupes de à per- 
mulatiorrs tels, qu'on passe d'un groupe à un autre en 
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executant une méme substitutionsur les permutations A 


7 
premier. 

Il peut arriver que les lignes horizontales soient les 
mêmes dans les deux tableaux {1} et (2). Cette circon- 
stance se présentera nécessairement si les substitutions 


T;, T, S EG To 
Où 
I, U;, U:; .……, Uy:4 


forment un système conjugué échangeable avec le sys- 
tème F. Dans ce cas, le groupe de permutations obtenu 
en multipliant la permutation À, par les pq substitutions 
du système G est décomposable en q groupes formés 
chacun de à permutations et qui jouissent de cette double 
propriété, que les substitutions sont les mémes dans Les 
divers groupes partiels et qu'on passe de l’un de ces 
groupes & un autre en exécutant une mére substitution 


sur les permutations du premier. 


443. Exrurze. — Considérons le cas de quatre lettres 
a, b, ce, d, et prenons les quatre systèmes de substitutions 


conJuguées 
GE NE A DANCE 
GTS ta; con ar 
GE TON ed) el DATA 
Gr Al ONE 


Les systèmes G et G sont échangeables, et leur pro- 
duit GG, qui est du quatrième ordre, est un système con- 
jugué échangeable avec G”; enfin le système conjugué 
G”G'G est lui-même échangeable avec G”, en sorte que 
le produit G”G/G/G comprend les vingt-quatre substi- 
Lutions. 

Cela posé, multüplions la permutation abcd par le sys- 
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tème G/”G/G'G, nous obtiendrons le groupe des vingt- 
quatre permutations, savoir : 

















abcd | acdb | adbce acbd | abdc | adcb 
badc | cabd | dacb cadb | bacd | dabc | 
cdab | dbac | bcad | bdac | dcab | chad | 
dcha | bdac | chda | dbca | cdba | bcda 


Ce groupe se décompose en deux autres; l’un de ceux- 
ci comprend les permutations des trois premières co- 
lonnes, etil admet, comme lesecond, les douze substitu- 
tions du premier genre; on passe de l’un des groupes 
partiels à l’autre en exécutant la transposition (6, c). 

Le premier de ces deux groupes se décompose lui- 
même en trois autres, formés chacun des permutations 
contenues dans une même colonne; iei les trois groupes 
partiels admettent les quatre substitutions du système 
GG, et l’on passe d’un groupe à un autre en exécutant 
une même substitution de G”. 

Enfin le premier de ces trois derniers groupes est dé- 
composable en deux autres qui sontformés, l’un des deux 
premières permutations, l’autre des deux dernières. Ici 
chacun des groupes partiels admet la substitution de G, 
et on passe de l’un à l’autre groupe en exécutant la sub- 
stitution de (7, 
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CHAPITRE IIT. 


DES INDICES DES SYSTÈMES CONJUGUÉS. 


Indice d’un système conjugué.— Limiteinférieure des 
indices supérieurs à 2. 


444. Pour abréger le discours, je nommerai indice 
d’un système de substitutions conjuguées formées avec 
n lettres le quotient obtenu en divisant le produit 
N=—1.2.3...n par le nombre qui exprime l’ordre du 
système. Si m désigne l'indice d’un système conjugué 
d'ordre px, on aura 


AE SES 
re 

l’ordre et l’indice d’un système conjugué relatif à # let- 
tres sont donc deux diviseurs CHRONO du pro- 
duitPr 0240 

L'indice #2 cn avoir les valeurs 1 et 2, quel que soit 
le nombre 7 des lettres, et 1l serait intéressant de con- 
naître en général les plus petites valeurs qu'il peut avoir 
quand il est supérieur à 2. 

Rufini, dans sa théorie des équations, a considéré par- 
ticulièrement le cas de cimqiettres, et l’on peut conclure 
de ses recherches que: 


Dans le cas des cinq lettres, si l'indice d’un système 
conjugué est supérieur à 2, il est au moins égal à 5. 

Cauchy, dans un Mémoire qui fait parue du X° Cahier 
du Journal de l'Ecole Polytechnique, a démontré en- 
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suite un théorème plus général duquel il résulte que : 

L'indice d’un sjstème de substitutions conjuguées, 
formées avec n leitres, ne peut étre en méme temps 
supérieur à 2 et inferieur au plus grand des nombres 
premiers qui ne surpassent pas n. 

Et, dans le cas où z est un nombre premier, on a ce 
théorème : 

L'indice d'un système de substitutions conjuguées, 
formées avec n lettres, n étant un nombre premier, ne 
peut étre en méme temps supérieur à 2 et inférieur à n. 

Cauchy donne à entendre, dans son Mémoire, qu'il 
chercha à étendre le précédent théorème au cas où n est 
un nombre composé, mais il ne put d’abord y parvenir 
que dans le cas de 2 —6. Il a, en effet, démontré que : 


L'indice d'un système de substitutions conjuguees, 
Jormées avec six lettres, ne peut étre en méme temps 
supérieur à 2 et inférieur à 6. 

M. Bertrand s’est occupé ensuite avec succès de cette 
même question, et 1l est parvenu à démontrer générale- 
ment, et pour la première fois, que : 

L'indice d'un système de substitutions conjuguces, 
formées avec n lettres, ne peut étre en In61e teInps 
supérieur à 2 et inférieur à n (*). 

Toutefois la démonstration de M. Bertrand repose sur 
un postulatum qui semble absolument étranger à la 
théorie, et, à ce point de vue, elle n’est pas compléte- 
ment satisfaisante. Le postulatum dont il s’agit a été 
démontré au n° 403, etil consiste en ce que : 


Silonan >>, il y a au moins un nombre premier 
. za 
compris entre - et n — 2. 
2 


(‘) Journal de l'École Polytechnique, XXX° Cahicr. 


UE PRE ie EE EM SR TRE 
. > AT dé se 4 
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Le raisonnement dont M. Bertrand a fait usage con- 
duit à cet autre théorème démontré auparavant par Abel, 
dans le cas de n == 5. 


Si l'indice d’un système de substitutions conjuguces, 

Le L2 \ L! . LA 
formées avec n lettres, est égal à n, le système conjugué 
se compose des 1.:2...(7n—:1) substitutions de n —1 


lettres. 


Dans une Note qui fait partie du XXXII Cahier du 


Journal de l’Æcole Polytechnique, j'ai fait voir que si, 


72 . . 
entre 2 — 2 et -, il n’y a aucun nombre premier, le 
a 


. rt . 
théorème de M. Bertrand subsiste, pourvu que ; Soit un 


nombre premier. La démonstration n’est en aucune façon 
modifiée; seulement on ne peut plus conclure ce corol- 
lire, que, si l'indice d’un système conjugué est égal au 
nombre #2 des lettres, le système est formé par les 
1.2...(72 —:) substitutions de 2 —1 lettres. 

Cette remarque a quelque importance, car 1l en résulte 
que le théorèmede M. Bertrand comprend celui de Cauchy 
pour le cas de #7 — 6, et rend, par suite, inutile la dé- 
monstration un peu compliquée qui se rapporte à ce cas 
particulier. En effet, si 2 = 6, il n’y a aucun nombre 


: n sRUITE s 
premier entre 2— 92 et —: mais — ou 3 est un nombre 
> 


premier. 
M. Bertrand a démontré aussi, dans son Mémoire, le 
théorème suivant : | 


Si l'indice d’un système de substitutions conjuguées, 
formées avec n lettres, n étant >> 9, est supérieur à n, 
cel indice est au moins égal à 2n. 


Plus tard, dans un Mémoire que j'ai présenté à l’Aca- 
démie des Sciences, en 1849, j'ai démontré, sans avoir 
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recours à aucun postulatum, les théorèmes suivants (*): 


1° L'indice d'un système de substitutions conjuguces, 
formées avec n lettres, ne peut étre en méme temps 
supérieur à 2 et inférieur à n, à moins que n ne soit 
égal à 4. 

2° Si l'indice d'un système conjugué est précisément 
égal au nombre n des lettres, Le système est formé de 
toutes Les substitutions de n — 1 lettres, à moins que n 
ne soit égal à 6. 

3° Si l'indice d'un système conjugue est supérieur au 
nombre n des lettres, il est au moins égal à sn, pourvu 
que n soit > 6. 

4° Si l'indice d'un système conjugué, relatif à 
n lettres, est supérieur à an, il est au moins égal à 


n(n—1) 
-— ; pOUTYU que n soit > 12. 
| pourvu q Otto 





Les démonstrationsque j'ai données deces propositions 
ne laissent rien à désirer sous le rapport de la rigueur. 
Cauchy, de son côté, avait repris la question et il avait 
obtenu d’autres démonstrations des mêmes théorèmes : 
ces démonstrations reposent sur des notions nouvelles 
qui ont une grande importance dans la théorie dont nous 
nous occupons, et que nous ne pouvons passer sous 
silence. Mais nous croyons devoir rappeler d’abord les 
considérations dont l’illustre géomètre a fait usage, dans 
son premier Mémoire, pour établir la première des pro- 
positions énoncées dans cet aperçu, ainsi que l’analyse 
ingénieuse et élégante par laquelle M. Bertrand est par- 
venu à démontrer son théorème. 


445. Taéonime ne Caucav. — L'indice d'un sys- 
tème de substitutions conjuguées, formées avec n lettres, 








(!) Journal de Mathématiques pures et appliquées, 1° série, t. XV. 
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ne peut étre en même temps supérieur à 2 et inferieur 
au plus grand des nombres premiers qui ne surpassent 
pas n. 


En effet, considérons un système G d’ordre x de substi- 
tutions conjuguées formées avec 7 lettres, et soient 


14101 MOSS RES Sen 


ces substitutions. Si on les multiplie à gauche, pour fixer 
les idées, par les diverses puissances d’une substitution 
circulaire quelconque T, dont l’ordre p soit un nombre 
premier égal ou inférieur à 7, on formera le tableau 


suivant : 


1: S 13 SE: Re 
4h TS: ASS: AUS et 
TAN TES SOAEES ES Sr 


._. LE Lo PE Em 0, } CCE 00 ee PNR CA Te Cr VTeR RCIP 
TD j)—1 r 10 "Tn—1ce r et 
Tri) PAS ADERIS SEM ET EEE 


; re és LUN 
qui comprendra gp substitutions. Si l'indice — du sys- 
P- 


tème G est inférieur à p, on aura up > N, et, en consé- 
quence, on trouvera nécessairement deux substitutions 
égales dans le tableau précédent. Soit donc 


LEDs TASF: 


les exposants « et 6 doivent être supposés inégaux, car, si 
l’on avait 6 — «, il s’ensuivrait S;—S; ou j —i. De 
l'égalité précédente on tire 


TES SA MQUM IF T-2S Se 


le produit S;S;' étant une substitution du système G, dis- 
tincte de l’unité, on voit que ce système renferme néces- 


En 


DE 
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sairement une puissance ‘Î* de T'; il contient donc toutes 
les puissances de TT. Mais l’ordre de la substitution cir- 
culaire T étant un nombre premier, cette substitution 
fait partie de la suite des puissances de TT, et en consé- 
quence elle appartient au système G. 

Le système G renferme donc toutes les substitutions 
circulaires d'ordre p, et il s’enswt (n° 430) qu'il com- 


N en : 
prend N ou — substitutions; en d’autres termes, son 
2 


indice est égal à 1 ou à 2. 


416. Taéorime pe M. BerTrann. — L'indice d'un 
système de  substitulions conjuguées, formées avec 
n lettres, ne peut étre en méme temps supérieur à 2 et 
inférieur à n. 


Ainsi que nous l’avons déjà dit, M. Bertrand admet 
ce postulatum : Si nest > 7, il y a au moins un nombre 
premier compris entre = el 1 — 2. 

Cela posé, considérons un système G composé des 
substitutions conjuguées 


: QG 
RAP ROME Du 9 


: Or REL 
formées avec r lettres, et supposons que l'indice - de ce 
{z 
système soit inférieur à 72. Désignons par p un nombre 
72 


premier compris entre — el 7 — 2, el prenons arbitraire- 
2. 


ment p + 2 lettres parmi les 2 lettres données; formons 
avec p de ces p + 2 lettres une substitution circulaire T 
d'ordre p, et avec les deux lettres restantes une transpo- 
sition U. Cela posé, multiplions les substitutions du Sys- 
tème G à gauche, par exemple, par les p puissances de T, 


puis. les produits obtenus par les deux puissances de U; 
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on formera de cette manière les deux tableaux : 
| I, Sy; SE CASE À | SRE 
de TS Rs 1 2 UNIES 
miR' 7078 “bre s aie 4.0" ee, Lola er ra 0e +6 € JA OR Car } 
Tera PTS S19 (Vus D 2 s 1e reT y tie : F5: 
| U, US, Te LME 
UT UT QUES 
UTP, Uir—1S,, UTr-1S,, ..., Ulr- 
dans lesquels on trouve 2pu substitutions. Mais, par 
; : ; ue + TRES 
hypothèse, p est au moins égal à set est lui-même 


PE .N LE 
supérieur à - ; donc le nombre de nos substütutions sur- 
7 


passe N, et, en conséquence, 1l est nécessaire que deux 
d’entre elles soient égales. 

Si ces deux substitutions égales appartiennent au même 
tableau, on aura, par exemple, 


IS T$S;, OMFULS UTSS,, 
a et 6 étant deux exposants inégaux, et il en résultera 
ga—0 _ ÇQ Ci 
T =— S 5 


la substitution TT appartient donc au système G, et 
l’on en conclut, comme dans le précédent théorème, que 
la substitution T fait elle-même partie de ce système. 

Si les deux substitutions égales n’appartiennent pas 
au même tableau, on aura 


Lo UT°S ; _— T$US;, 


car on peut intervertir l’ordre des substitutions U et T 
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qui n'ont pas de lettres communes. De cette égalité on 
üre, à cause de UT! = U, 
ét à ei 
Te U — S ; S; CE 


d’où 1l résulte que la substitution TU appartient au 
système G, et il en est de même du carré 


T?e—26T) 2 — T?2—26 


de cette substitution. La différence 4 —6 peut être nulle, 
et alors la substitution Ü appartient au système G; si 
aæ— 6 n’est pas nulle, la substitution T9 appartient 
au système G, ainsi que toutes ses puissances, parmi les- 
quelles figure T, comme dans l'hypothèse précédente. 
Dans ce dernier cas, T et TU appartiennent au sys- 
tème G, il en est de même de U. 

On voit en résumé que l’une au moins des deux sub- 
süitutions T et UÜ appartient au système G. 

Supposons maintenant que l’indice du système pro- 
posé ne se réduise pas à 1, ou que l’ordre de ce système 
ne soit pas égal à N. Alors, parmi les transpositions que 
l'on peut former avec les 7 lettres données, il y en aura 
au moins une qui ne fera pas partie des substitutions du 
système G; nous prendrons pour Ü cette transposition, 
et, d’après ce qui vient d’être établi, toute substitution 
circulaire T d'ordre p, formée avec celles des 7 —2 lettres 
données qui ne figurent pas dans Ü, appartiendra au sys- 
tème G. Celles des substitutions de G qui ne déplacent 
pas les deux lettres de la transposition UÜ forment évidem- 
ment un système conjugué Cr, et, puisque ce système G' 
renferme toutes les substitutions circulaires d'ordre p, 
son ordre est égal à 1.2.3...(7 — 2) où à la moitié de 
ce nombre (n° 430). Mais le premier cas ne peut avoir 
lieu, car autrement, l’indice de G étant supérieur à 1, 


SE ee Alg. SUP; EL, 2% 
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cet indice serait au moins égal à 7 (n° 441, Corollaire), 
ce qui est contre l'hypothèse. Donc l’ordre de G est 


1.2...(72 — 2) ‘ +: CR \ 
—————— } et, par suite, l'indice de ce système est 
égal à 2. 


Le système G’ n’a ainsi que des substitutions du pre- 
mier genre, et, en conséquence, le système G ne renferme 
aucune des transpositions que l’on peut former avec les 
lettres relatives à G/. Désignons par U’ l’une quelconque 
de ces transpositions et par Tune substitution circulaire 
d'ordre p qui ne contienne aucune des lettres de U”, 
mais qui, au contraire, renferme les deux lettres de U, 
ou au moins l’une d'elles. Comme la transposition U’ ne 
se trouve pas dans G, la substitution T” appartiendra à 
ce système, comme on l’a vu plus haut, d’où 1l suit que 
le système G renferme toutes les substitutions circulaires 
d’ordre p que l’on peut former avec les z lettres données; 


, : N : } À 
il contient doncles = substitutions du premier genre que 


l’on peut former avec ces lettres. Il est évident d’ailleurs 
que le système G ne peut renfermer d’autres substitutions 
puisqu'il ne possède pas les substitutions du deuxième 
genre formées avec les 7— 2 lettres relatives à G'; donc 


A , , 4 N ® e ’ 
l'ordre de ce système est égal à ; etson indice est égal 
à2(°). 

447. La démonstration précédente subsiste quand 1l 


. . za 
n'existe pas de nombre premier entre ; °t— 2, pourvu 





(*) On aurait pu tirer immédiatement cette conclusion des proposi- 
tions établies aux n° 440 et 441; mais il nous a paru convenable de con- 
server dans son intégrité le raisonnement par lequel M. Bertrand a établi 
son théorème, 


æ, ET Len 77, : A0 r . y ‘ | +, 
F4 AL Ç GES 
*, + F “ ‘ 
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It . . 
que — soit un nombre premier ; dans ce cas, on peut 
2 
ñn LA . L 
poser p= =; tel est le cas de 7 —6. Mais, quand il existe 


+ : . ñ 
un nombre premier p effectivement compris entre = et 


n — 2, le raisonnement que nous avons développé peut 
servir à démontrer une proposition nouvelle fort impor- 
tante. Effectivement, pour établir que le système G pos- 
sède l’une au moins des substitutions T et U, il n’est pas 
nécessaire de supposer, comme nous l’avons fait, que l’in- 
dice de G soit inférieur à 7; la même chose a lieu encore 


. . , « . 72 
quand cet indice est égal à #7, pourvu que l’on ait p> -; 
3, 


et l’on arrive toujours à cette conséquence que l'indice 
de G'est 1 ou 2. Cet indice ne peut être égal à 2, car il 
en résulterait, comme on l’a vu, que l'indice de G serait 
lui-même égal à 2, ce qui est ‘contre l'hypothèse; l’in- 
dice de G' est donc égal à 1; mais alors (n° 441, Corol- 
laire) l'indice de G ne peut pas être égal à n, à moins 
que ce système ne soit formé par les substitutions de 
n — 1 lettres. De là résulte le théorème suivant : 


Taéorime. — St l'indice d'un système de substitu- 
tions conjuguées est égal au nombre n des lettres, le 
système se compose des 1.2.3...(n—1) substitutions 
formées avec n —1 lettres. 


La démonstration ne s'applique pas aux cas de 
n=3, 4, 5, 6, 7. Le théorème a été démontré par Abel 
pour a —5 (OEuvres complètes, t. [°, p. 19), et il a lieu 
aussi pour les cas de 7—4, 5,7, comme on le verra plus 
loin. Le seul cas de # — 6 fait exception; nous établi- 
rons qu'il existe effectivement un système de substitutions 
conjuguées de 6 lettres dont l’indice est égal à 6 et qui 
renferme des substitutions cireulaires des ordres 4, 5, 6. 
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Démonstration nouvelle du theorème relatif à la limite 
inférieure des indices plus grands que 2. 


448. Je vais faire connaître actuellement la démons- 
tration par laquelle je suis parvenu à établir directement 
le théorème de M. Bertrand; j'ai publié cette démonstra- 
tion pour la première fois dans le tome XV du Journal 
de Mathématiques pures et appliquées (1"° série), et je 
l'ai reproduite dans la précédente édition de cet Ouvrage. 
Mais, en la présentant ici, je profiterai des secours que 
m'offrent les propositions établies dans le Chapitre pré- 
cédent, ce qui me permettra d'apporter quelques simpli- 
fications ; la démonstration dont il s’agit sera fondée sur 
deux lemmes que nous établirons d’abord. 


Lemme 1. — Soient G un système de substitutions con- 
juguées formées avecn lettres à, &, &2, ..…., @n=s, bo, b4, 
et G' le système conjugué formé avec celles des substi- 
tutions de G qui ne déplacent aucune des deux lettres 
bo, b1. Si les systèmes G et G’ ont un méme indice pr 
supérieur à 1, On pourra construire avec les n — 2 let- 
tres &o, &, .., ns un Système de substitutions conju- 


guces dont l'indice sera < d’où il suit que le nombrep. 
est toujours par. 


Désignons parvetp les ordres respectifs des systèmes G 
1 19, RARE 


et G. Les indices de ces systèmes seront = €6t 
% 
1.2.3...(n —2) “Ne À 
= ; comme ils sont égaux, par hypothèse, 
; 
on aura 
yv—n(n—1)p. 
- Posons 


G ÆE EUR S45 Le 2e 939 .., So; 8) N Ur 
Gr S 19 S S 3 ..) So 











1 


TN "4 D 


RSS 
RD: | 
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Si l’on représente par T,, T:, ..., T, , des substitutions 
des 7 — 2 lettres a, le système des up—1.2.3...(n—2) 
substitutions des 7 — 2 lettres a pourra (n° 425) être 


représenté par 


I, Sy Des RARE 
LR OP PSN RE PR PE 
(1) \ TL, TS, TS, PE, Le So 


et je dis que le système des pv —1.2...n substitutions 
des 2 lettres est compris dans le nouveau tableau 


PET: SA Ses Se 
T;, T; S19 T; Sa deu T; SEAT 
(2) To, To S1 T; So ET 7 La Sy 
ÉRORARNEAE VENU RUE SES PRE Fo LARGES PSS PSS AA CEST 9 
Lei; Lui 91) Te 92) 4 To SR 


où les substitutions T sont les mêmes que dans le ta- 
bleau (1). Il suffit de prouver que ces uv substitutions 
sont distinctes. Si l’on avait 


te — TrSyr, 


on en conclurait 
Ty = T, S ; Sir; 


or les facteurs T sont indépendants de à, et b,, donc le 
produit S;S;t, qui est l’une des substitutions S; du sys- 
ième G, ne contient pas D, et D, ; il en résulte que S4 fait 
partie du système G’. D'ailleurs l'égalité précédente de- 
vient 
ee L:97, 

ce qui n’est pas possible, d’après la manière dont les sub- 
stitutions T ont été choisies pour former le tableau (1). 
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Le tableau (2) renferme donc toutes les substitutions 
des 7 lettres; or, si l’on applique ces substitutions à 
une permutation quelconque, il y en aura évidemment 
1.2.3...(72— 2) qui transporteront deux lettres quel- 
conques données à deux places déterminées; d’ailleurs, 
les substitutions T ne contenant pas D, et b,, il est évi- 
dent que toutes les p substitutions contenues dans une 
même colonne verticale du tableau (2) donneront à 6, 
et à b, les mêmes places; 1l y aura donc, dans la pre- 
mière ligne horizontale du tableau, c’est-à-dire dans le 
1.003 611n ee) 


E 
porteront b, et b, à deux places quelconques et qui, en 


système G, ou p substitutions qui trans- 


conséquence, substitueront ces lettres, dans la permuta- 
tion primitive, à deux lettres quelconques, parmi les- 
quelles 8, et b, peuvent se trouver; en particulier il y 
aura précisément p substitutions qui échangeront , et b, 
entre elles. Si l’on pose 


a KR bi), 


ces p substitutions seront de la forme 


US, US USINE ETS 

Sy Dis ee) 9, étant des substitutions indépendantes 
de set de b,. Aucune de ces substitutions S' ne peut se 
réduire à l’unité, ou plus généralement à l’une des substi- 
tutions du système G'; car, si S; appartenait à G’, et par 
suite à G, comme US; est aussi une substitution de G, il 
en serait de même de U. Je dis que cela ne peut être ; en 
effet, on a vu que les substitutions S; de G peuvent substi- 
tuer D, et b, à deux lettres quelconques, et inversement 
substituer deux lettres quelconques à D, et 2, ; d’après 
cela, si Ü appartenait à G, il en serait de même de toutes 
les substitutions de la forme S; US, c’est-à-dire de 


te + 

44 

; 4 
ES é. 


Cru, r NL + 
|: 4: MAECPNA 
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toutes les transpositions ; l'indice de G serait alors égal 
à 1, ce qui est contre l'hypothèse. 
Cela posé, prenons dans le système G les 9 substitu- 


tions de G’ avec les p précédentes, il est évident que les 


29 substitutions obtenues, savoir : 


FA SOLS Le AUCTOETE 
(3) 1 2 @—1 


SPAS AUS UE 2ISUSEE, 


formeront un système conjugué. En effet, les produits 
S;S; et US; XUS;=—S;S; appartiennent à G,et, comme 
ils sont indépendants de D, et de b,, ils font partie de la 
première ligne du tableau (3); pareillement le produit 
Six US;=U XS;S;, appartenant à G, fait nécessaire- 
ment partie de la seconde ligne du tableau (3). On peut 
conclure de là que les substitutions 


ï, S4, S2 hotes Se 
| af s' ! 


1 
0°? DS .., Do 1 


(4) 


1° 
forment un système de 2p substitutions conjuguées de 


n — 2 lettres; l'indice de ce système est égal à L comme 


on l'avait annoncé. 


449. Leuwe IL. — Soient G un système de substitu- 
tions conjuguées, formées avec n lettres ao, as, a, ..., 
Qn-mir Por O1 - +) Om1, Et G' le système composé de 
celles des substitutions de G qui ne déplacent aucune 
des m leitres b. L'indice de G ne peut étre inférieur à 
l'indice u de G’, et, st on le représente par p + À, on 
pourra former un système G, de substitutions conju- 
guées de n— m lettres, dont l'indice p, sera égal ou 
inférieur à À, et dont toutes les substitutions seront con- 
tenues dans le système G. 


+ > NL, PT ANS PR ETTER VA IOMe AT E 
À, - : ‘ 1 { LA 16 % Un] "a vY L 
À A £ DU AA LA OM. 4 ET OR CET | 
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En effet, désignons par v l’ordre de G, par p l’ordre 
de Gr, et posons 


G — 1}, 91) De ... Sp—1 3 ...…, y 
FRE 
G — I, S 1 De CERN | NS p—1 » 


On formera toutes les substitutions des 7 —m lettres a 
en multipliant les substitutions de G par des substitu- 


tions | 
L'HERder. d ER 


indépendantes des lettres 8. Si l’on multiplie de même le 
système (r par ces substitutions T, on formera les py 
produits 


I , Sy, 99 e o 1 PARTIE .. , Der 
TL; T; S1 T; 52, F1! Dp—19 TS Sy 


Lire T1 91 TS, LR Ty Se 520 Ty Sy 19 


et l’on peut démontrer, comme dans la proposition pré- 
cédente, que ces pv substitutions sont distinctes, d’où 1l 
suit que l'indice de G n’est pas inférieur à p. Mais cet 
indice étant p + À, et À n'étant pas nul, le tableau (1) 
n'embrasse pas toutes les substitutions des 7 lettres. 
On formera les Av substitutions manquantes, en multi- 
pliant le système G par certaines substitutions 


RATES ES 


qui dépendront toutes des lettres D, et l’on aura ainsi le 
tableau suivant, complémentaire du tableau (x) : 


| D TS LT SA RU BUS 1e à COTES 
y: be) TT, Sea SE EANT" St SES 
b,8 9 © p.00 are, ere» Œ.6.0,/9 9 ste CRE DRE 0, PYANS PRO PASS 


! rgl rl ” 
1 TT, S1; l, D 2 s'jaleis Ly Dé .….) TS 
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LE 


Cela posé, les substitutions du tableau (1) sont insuffi- 
santes pour transporter les m lettres b à m places quel- 
conques dans une permutation prise à volonté; car, si le 
contraire avait lieu, toute substitution des n lettres pour- 
rait se réaliser en effectuant d’abord une substitution S, 
qui amènerait les lettres à aux places voulues, après 
quoi 1l resterait à faire une substitution des lettres a qui 
équivaut à l’une des substitutions du système G’ suivie 
d'une substitution T ; le tableau (1) renfermerait donc 
toutes les substitutions des 7 lettres, ce qui est contre 
l'hypothèse. Il résulte de là que, dans une permutation 
des z lettres données, on peut assigner m places aux- 
quelles il est impossible de faire arriver respectivement 
les m lettres b, par le moyen de l’une des substitutions (1); 
mais, comme il existe évidemment 1.2.3...(72— m) sub- 
stitutions différentes qui peuvent produire cet effet, 1l 
faut que ces substitutions soient toutes contenues dans 
le tableau (2). Si donc on applique les substitutions (2) 


à la permutation 
TA, 


parmi les Ày permutations obtenues, il y en aura 
1.2.3.:.{(r — im) 


dans lesquelles chacune des m lettres b occupera la même 
place. Or, en opérant ainsi, 1l est évident qu’on applique 
à la permutation A les substitutions obtenues en multi- 
pliant le système 
PNRAS de CT 


1 


1. 'F/=A1 1C EE 
Fait Re MAS RE 


Ll 
qui est semblable à G, par les substitutions 
DDR Et AN EpET 


donc le système G lui-même est tel, que si l’on mul- 


* RTORNRE 
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Uplie ses substitutions par À substitutions 
15 U;, U,, …., Ü,_;, 
convenablement choisies, les produits obtenus 


1 S4, Sa, ..., St 
| ER U;, 1 U; S2 Pie U, he 


US; U; :, S1 U;_, So, .., U;-; Ds! 


comprendront les 1.2.3...(7—m) substitutions qui 
ne AT pas #27 certaines lettres; JE JÉSIERENSS par 
D, b,...,b, ces mlettres, et par GP Tee AUS 
A n— in autres. Soient 


GET Sr Sa ….) S’ 


e1 —1 


les p, substitutions de G qui ne déplacent pas les m 
lettres D’, on obtiendra le système de toutes les 


1.2.3...(7 —m) 


substitutions des lettres a/, en multipliant G, par cer- 
taines substitutions indépendantes des lettres D’, qui 
feront évidemment partie des facteurs 1, U;,, Us, ..., 
U;.,, et que l’on peut représenter par 


L, U:, U:, AC) U, 213 
alors on aura 


bapi—=1.2.3...(7—m), 


et le nombre p,, égal ou inférieur à À, exprimera l'indice 
du système G, dont toutes les substitutions sont con- 
tenues dans G. x 


450. Ces lemmes établis, nous passons à la démons- 
tration des théorèmes que nous avons en vue. 


SECTION IV. — CHAPITRE III. QUE 


THéorème 1. — Le nombre n étant impair, si l'indice 
d'un système de substitutions conjuguées, formées avec 
n lettres, est plus grand que 2, cet indice est égal ou 
supérieur à n; et, quand il est égal à n, le système con- 
jugué est composé de toutes les substitutions que l’on 
peut former avec n — 1 lettres. 


Le théorème est évident dans le cas de 7 —3 ; car, l’in- 
dice du système étant supérieur à 2, il est nécessairement 


égal ou supérieur à 3. En outre, si cet indice est égal à 3, 
120 


3 
mier. Le système est alors formé des deux puissances 


d’une substitution circulaire du deuxième ordre, c’est- 
à-dire d’une transposition. 





l’ordre du système est ou 2, quiestun nombre pre- 


Il résulte de là que, pour établir le théorème énoncé 
dans toute sa généralité, il suffit de prouver que, s’il a 
leu pour nr = »/, il subsiste aussi pour 7 = n!+ 2. En 
d’autres termes, nous pouvons admettre que le théorème 
a lieu quand on remplace, dans son énoncé, n par n—, 
le nombre 7 étant un nombre impair, au moins égal à 5. 

Soient G le système conjugué donné dont nous suppo- 
sons l'indice supérieur à 2, et G le système conjugué 
composé de celles des substitutions de G qui ne déplacent 
pas deux lettres choisies arbitrairement parmi les z lettres 
données. D’après ce que nous admettons, l'indice de G’ 
ne peut être en même temps supérieur à 2 et inférieur à 
n — 2; cet indice sera donc l’un des cinq nombres 


1,9, 2—9, n—1I, A, 


ou bien il sera supérieur à 7, auquel cas l'indice de G 
sera lui-même plus grand que ». Nous allons examiner 
successivement ces cinq hypothèses. 


1° L'indice de Gest 1. — Comme, par hypothèse, l’in- 
dice de G n’est pas 1, cet indice est égal (n°* 440 et 441, 
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| : nin—1 
Corollaires) à l’un des nombres 7, 


, n(n—1), 


et en outre, si cet indice est égal à 7, le système G est 
composé de toutes les substitutions de 7 — 1 lettres. 


2° L'indice de G' est 2. — Dans ce cas, l'indice de G, 
qu’on suppose différent de », est l’un des nombres 22, 
n(n—1), on(n—1)(n%440et 441); il est donc supé- 
rieur à 7. | 

3° L'indice G' est n—2.— Dans ce cas, l'indice de G 
ne peut être égal à 7— 2, d’après le lemme I (n° 448), 
parce que 7 — 2 est un nombre impair. Si l'indice de G 
est égal à 7—1 ou à 7, on pourra former, d’après le 
lemme ÏT (n° 449), un système conjugué de substitutions 
de 7 — 2 lettres, dont l'indice sera 1 ou 2 et dont toutes 
les substitutions seront contenues dans G; on rentre donc 
dans l’une des deux hypothèses précédentes, quand l’in- 
dice de G n'est pas supérieur à 7. 


4° L'indice de G'estn—x:—Dans ce cas, l'indice de G 
ne peut être 2—1; car, sicetindice était 2—1, on pour- 
rait former, d’après le lemme Ï, un système conjugué de 
ee 





substitutions de 7—» lettres, dont l'indice serait 


TN — 





Or, si nr est >5, le nombre est supérieur à 2 et 


il est inférieur à 7 —2; nous admettons d’ailleurs que 
l'indice d’un système conjugué relatif à 7 — 2 lettres 
ne peut être en même temps supérieur à 2 et inférieur à 
n— 2; donc l’hypothèse que nous discutons en ce mo- 
ment est inadmissible quand x est supérieur à 5. Mais elle 
l’est aussi lorsque 7 = 5, car dans ce cas l’indice de G' 
ne peut pas être supposé égal à 7 —:1—= 4. puisque 4 
n'est pas un diviseur du produit 1.2.3. 

L'indice de G, s’iln’est pas supérieur à », est donc égal 
à n; mais alors, d’après le lemme IL, on pourra former 








à A EN GE ue Le ANT 
A ne à ln + CON Ouh CREER + # 4 ; - à : 
RME + ie Ut CRE | j 14 | 
LA LA séeretiée | 
he ) ‘ 


: 0e 


SECTION IV. — CHAPITRE lII. 333 


un système conjugué de substitutions de 7 — 2 lettres, 
ayant 1 pour indice et dont toutes les substitutions seront 
contenues dans G. On rentre ainsi dans la première des 
hypothèses que nous venons d'examiner. 


5o L'indice de G' est n.—Dans ce cas, l'indice de G est 
nécessairement supérieur à 2; car, d’après le lemme I, 
cet indice ne peut être égal à 7, puisque r est un nombre 
impair. 

On conclut de là que l'indice de G supposé plus grand 
que 2 ne peut être en aucun cas inférieur à z, et que si 
cet indice est égal à 7, le système G est formé par les 
substitutions de 7 — 1 lettres. 


A51. Tuéoreme Il. — Le nombre n étant pair, si 
l'indice d’un système de substitutions conjuguces for- 
mées avec n lettres est plus grand que 2, cet indice est 
égal ou supérieur à n, le cas de n = 4 étant excepté. 
Et, si l'indice du système est précisément égal à n, celui- 
ci est composé de toutes les substitutions formées avec 
n — 1 lettres, le seul cas de n — 6 étant excepté. 


Soient G le système conjugué donné, et G, le système 
conjugué formé par celles des substitutions de G qui ne 
déplacent pas une lettre choisie arbitrairement parmi les 
lettres données. Nous supposons que l'indice de G est su- 
périeur à 2, quant à l'indice de G, qui se rapporte à 
n—1 lettres seulement, ilne peut, d’après ce qui précède, 
être en même temps supérieur à 2 et inférieur à 7—1, 
puisque 2— 1 est un nombre impair. Get indice de G, 
sera donc l’un des nombres 


1, 2, 2—1, 7, 


ou bien 1l sera supérieur à 2, et, dans ce cas, l’indice 
de G sera lui-même plus grand que 7. Nous allons exa- 
miner les quatre hypothèses précédentes : 


Are 
# 


334 COURS D’ALGÈBRE SUPÉRIEURE. 


1° L'indice de G, est 1. — Dans ce cas, l'indice de G 
est égal à » (n° 440, Corollaire), puisqu'on suppose cet 
indice différent de 1. 


2° L'indice de G, est 2. — Dans ce cas, l'indice de G 
est égal à 2n (n° 440), puisqu'on le suppose différent 
de 2. 


3° L'indice de G est n—1. — Dans ce cas, comme 
n—1 est impair, le. système G, (n° 450) est formé par 
toutes les substitutions de 7 — 2 lettres, et son indice, 
qui est plus grand que 1, est égal (n° 440 et 441) à l’un 


nin—1) 


des nombres 7, » A(n7—1), pourvu cependant 


que n soit ©>4 (*). En outre, cet indice ne peut être 
égal à 7 que dans le cas où G renferme toutes les substi- 
tutions de n—1 lettres. 


4° L'indice de G, est n. — Alors l'indice de G est 
égal ou supérieur à 7; il nous reste à exarhiner le cas où 
cet indice est précisément égal à 7. 

Remarquons d’abord que la première partie du théo- 
rème énoncé se trouve élablie par ce qui précède, savoir: 
Si le nombre pair n est supérieur à 4, l'indice d’un 
système COnJUgUE, relatif à n lettres, ne peut étre à la 
fois supérieur à 2 et inférieur à n. Dans ce qui va sui- 
vre, nous supposerons 2— 2 >4, et, par suite, 2 >6. 
Désignons par G’le système conjugué formé par celles 
des substitutions de G, qui ne déplacent pas l’une des 
n—1 lettres relatives à Go, lettre qui peut d’ailleurs 
être choisie à volonté. L'indice de G’ ne peut être à la 
fois supérieur à 2 et inférieur à 2 — 2, d’ailleurs il n’est 


à 


pas supérieur à 7; donc 1l a pour valeur l’un des cinq 





(*) Nous avons vu (n° 439) qu'on peut former avec quatre lettres un 
système de substitutions conjuguées dont l'ordre est 8 et dont l’indice est 
conséquemment égal à 3. 


r df à à TE 
th Hi AE ES 


SECTION IV. — CHAPITRE III. 335 


nombres 1, 2, 2—92,n—1, 7. Le cas où cet indice 
serait l’un des nombres 7— 2, n — 1 se ramène immé- 
diatement, par le lemme IT, au cas où 1l serait 1 ou 2; 
or je dis que ce dernier cas ne peut avoir lieu; car, si 
l'indice de G’ est 1 ou 2, l'indice de G, sera nécessaire- 
ment l’un des nombres 1, 2, (n—1), 2(7—1) (n° 440) 
dont aucun ne peut être égal à n. L'indice de Gest donc 
égal à 7; mais alors, d’après le lemme I, on pourrait for- 
mer un système conjugué de substitutions de 7 — 2 let- 


. . Nu 7e . . . . 
tres, dont l'indice serait 5° ce qui est impossible, puis- 
que l’on a 


EL 
RS 2 


Donc notre dernière hypothèse est inadmissible, si le 
nombre » est supérieur à 6. Elle peut au contraire avoir 
lieu quand 7 — 6, ainsi que nous allons l’établir; mais 


elle est impossible quand 7= 4, puisque, 4 n'étant pas 


un diviseur du produit 1.2.3, l’indice de G, ne peut pas 
être égal à 4. Ainsi le cas de 7 — 6 constitue la seule ex- 
ception à la deuxième partie de notre théorème. 


Du système conjugué d'indice 6 qui comprend 120 sub- 
stitutions de six lettres, et qui n'est pas formé par les 
120 substitutions de cing lettres. 


452. Il résulte de la démonstration précédente que, si 
un tel système existe, celles de ses substitutions qui ne 
déplacent pas deux lettres quelconques forment un sys- 
tème conjugué de substitutions de quatre lettres, dont 
l'indice est 6, et dont l’ordre est, en conséquence, 
123.4 

6 
outre l'unité, que des substitutions circulaires du qua= 


ou 4. Ce système d’ordre 4 ne peut renfermer, 


Re OP TE ee Te ET ENT M ENS RER 
4 | (ES POTTER ee Cie 4 pe a RO NOR RU T PRES 
2 ; no AZ ne, EN NZ 
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trième ordre, des substitutions régulières du deuxième 
ordre formées de deux cycles, ou des transpositions. Mais 
il ne saurait y avoir de transpositions, car le système en- 
tier des substitutions des six lettres n’en saurait contenir, 
comme on l’a vu dans la démonstration du lemme du 
n° 448, lemme qui embrasse le cas que nous considérons 
ici. Si le système d’ordre 4 dont il est question n’est pas 
composé des quatre puissances d’une substitution circu- 
laire du quatrième ordre, il comprendra, outre l'unité, 
les trois substitutions régulières que l’on peut former 
avec les quatre lettres; donc on y trouvera, dans tous les 
cas, une substitution régulière formée de deux transposi- 
‘tions. Et, comme il y a quinze combinaisons de six lettres 
quatre à quatre, le système conjugué G dont nous nous 
occupons doitcomprendre quinze substitutionsrégulières 
formées chacune de deux transpositions. Or deux substi- 
tutions de cette espèce qui auraient un cycle commun et 
une troisième lettre commune ne peuvent figurer dans G, 
car Le produit de deuxtelles substitutions est évidemment 
une substitution circulaire du troisième ordre; done, si 
l’on distribue les quinze transpositions des six lettres en 
cinq groupes de trois transpositions, de telle manière que 
les six lettres figurent dans les trois transpositions d’un 
même groupe, on obtiendra les quinze substitutions ré- 
gulières de G, en faisant les produits deux à deux des 
transpositions contenues dans un même groupe. Toute 
autre substitution régulière de la même espèce a néces- 
sairement un cycle commun et une troisième lettre com- 
mune avec l’une des quinze dont nous venons de parler, 
et par conséquent elle ne peut pas être contenue dans G:; 
ainsi ce système ne renferme pas les trois substitutions 
régulières formées avec les quatre mêmes lettres, et, par 
suite, il contient une substitution circulaire de ces quatre 
lettres. 





28 
; 
_ 
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Soient 


PAC AE TEA 


les lettres données, et supposons que le système G ren- 
ferme les puissances de la substitution circulaire 


| Fam (a, bc, d). 


Le même système doit renfermer une substitution circu- 
laire U,, formée avec les quatre lettres a, b, c, e; on peut 
supposer que a soit mis au premier rang dans U,; mais 


alors c ne pourra occuper la troisième place, car, si cela 


avait lieu, le produit des deux substitutions régulières U2 
et U°, qui auraient un facteur (a, c) commun, ne con- 
tiendrait que deux transpositions ayant une lettre com- 
mune à, et il se réduirait à une substitution circulaire 
du troisième ordre, laquelle ne peut figurer dans G. Il 
faut donc que c occupe dans Ü, la deuxième ou la qua- 
trième place, et alors 1l occupera dans U* la quatrième 
ou la deuxième. J'appellerai U, celle de ces deux substitu- 
tions dans laquelle c occupe la quatrième place: on aüra_ 


donc 
DA Prec ou Ua €) b, c); 


pareïllement, le système G renferme deux substitutions 
circulaires du quatrième ordre dont chacune est le cube 
de l’autre, et qui sont formées avec les quatre lettres a, 
b, c, f ; je désignerai par U, celle de ces substitutions 
dans laquelle c occupe la deuxième place, et l’on aura 


en ce ah ou Ua) ce; 6 f). 


Mais, si l’on prend la première valeur de Ü,, il faudra 

prendre la deuxième valeur de U, et inversement, car 

autrement U° et Ü; auraient une transposition commune, 

etleur produit se rédutrait à une substitution circulaire 

du troisième ordre. Rien ne distinguant jusqu'ici les let- 
S. — Alg. sup., IL 22 
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tres e et f, nous ferons 
U; =\a,"b, e,cLŒU:— |, ct 


Cela posé, en appliquant successivement les substitu- 
tions Ü, U;,, U>: àune permutation quelconque, on trouve 


UE RTE ET D 
UU,U —— (a, €, b, C, d, 17 


On voit donc que le système G renferme les trois substi- 
tutions circulaires 


U={a,b,c,d),. T={4,e,c,d, D) SR 


des ordres respectifs 4, 5, 6; ce système s’obtiendra donc 
en multipliant à droite ou à gauche, mais toujours de la 
même manière, les puissances de UÜ par celles de T, puis 
les résultats obtenus par celles de S. En opérant ainsi, on 
formera bien 6<5 <4 ou 120 substtutions distinctes, 
car il est évident que deux produits, tels que S*T/Uï, 
STYUŸ, ne peuvent être égaux, à moins que l’on n’ait 
kK=k, j —j, —i. Mais il reste à faire voir que ces 
120 substitutions constituent réellement un système con- 
jugué. 

En premier lieu, les systèmes conjugués formés l’un 
avec les puissances de U, l’autre avec les puissances de T, 
sont échangeables entre eux. On a effectivement 


UTU-t—T?, UTU-?— T4, USTU- — T° — Ts, 


c’est-à-dire 
CELLIER TT, 


et, en élevant à la puissance y, 
U'TU—— Tr, d'où U'Tr—Tr2U" 


ces deuxsystèmes fournissent donc, par la multiplication, 
un système conjugué de 20 substitutions relatives à cinq 
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lettres ; en mettant Go, ay @», 43, ay au lieu de&, €, d, 

b, a, on ferait coïncider ce système avec celui que nous 
’ 2 

avons rencontré au n° 430. 


En second lieu, le système conjugué 
7, P;, P:, PAT, P:9, 


dont nous venons de parler, est échangeable avec le sys- 
tème conjugué formé par les puissances de S. D'abord, il 
est facile de vérifier que, quel que soit, on peut trouver 
un entier "2 tel, que chacune des substitutions 


S’1 Ho S'US’ 


se réduise à l’une des substitutions P. Le nombre m se 
détermine facilement par la condition que les substitu- 
tions que nous venons d'écrire ne contiennent pas la 
lettre f, et l’on trouve 


D TU) UD, /NSQUSAATÈU) = UT, 

S2TS? — T*, SEUS = TS U UT, 

S5'TS? — U?, S'US? — TU? — U?T?, 

STS4 — T{U? — U?T?, | SUS* — T*U? — U°T, 
SITSS — TU? — U?T?, | S'US* = U®. 





On a done, quel que soit », 


MTS Te PAST USER 
ou 
no MP A UNSTESS TP? 


net rc ayant des valeurs convenables. Il résulte de là que 
tout produit de la forme P;S' peut être ramené à la 
forme S“P;; en effet, P; estun produit composé de fac- 
teurs T et de facteurs Ü, et, d’après ce qui précède, on 
peut faire avancer successivement S* d’un rang vers la 
gauche’, en modifiant chaque fois convenablement l'expo- 
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sant y; après avoir répété cette opération plusieurs fois, 
il est clair que P;S"se trouvera remplacé par une expres- 
sion de la forme S“P;. Le système des substitutions P et 
celui des puissances de 5 étant échangeables entre eux, 
on obtiendra, en les multipliant l’un par l’autre, un sys- 
tème conjugué d'ordre 24 X 5 = 120 ou d'indice 6. 

I importe de remarquer aussi que le système dont 
nous venons de prouver l'existence comprend des substi- 
tutions du premier genre et des substitutions du deuxième 
genre en nombre égal. En conséquence, les substitutions 
du premier genre constitueront un système conjugué 
d'ordre 60 et dont l'indice sera égal à 12. 


Des systèmes transitifs de substitutions conjuruces. 


453. Lorsque les substitutions d’un système conjugué 
permettent de substituer successivement l’une des lettres 
à chacune des autres, le système est dit transitif. Il est 
intransitif dans le cas contraire. Cette distinction des 
systèmes conjugués en transilifs et intransitifs est due à 
Cauchy ; elle a une très-grande importance dans la théo- 
rie qui nous occupe. 

Plus généralement, si les substitutions d’un système 
conjugué permettent de substituer » des lettres données 
à mn lettres quelconques, nous dirons que le système estmn 
fois transitif. 

Siun système de substitutions conjuguées est n fois 
transilif, les substitutions du système permettent de sub- 
stituer /n lettres quelconques à m lettres quelconques. En 
cflet, le système proposé étant supposé m» fois transitif, 
il y a 7n lettres a;,, 4, ..., a» qu'on peut substituer à 
m autres quelconques b,, be, ..., b, distinctes ou non 
des premières. Réciproquement, les substitutions du sys- 
tème permettent de remplacer &;, &2, ..., am par br: 


be L ‘ A 
“ 
id RP 
L'air DICO 
RER À 
POS À EE €" 
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bs, .…, bm, et, en conséquence, elles peuvent substituer 
ces dernières lettres à #2 lettres quelconques. 

Il est évident que le système de toutes les substitutions 
formées avec n lettres estrz—1 fois transitif, et que le 
système qui comprend toutes les substitutions du pre- 
mier genre formées avec les mêmes lettres est 2— 2 fois 
transitif. 

On voit aussi qu'un système de substitutions conju- 
guées formées avec z lettres est transitif, quand il ren- 
ferme une substitution circulaire d'ordre 2; mais cette 
condition n’est pas nécessaire. En général, un système 
conjugué de substitutions de 7 lettres est m2 fois transi- 
tif, quand il renferme m substitutions circulaires des 
ordres respectifs 2, n2—1, ...,72— m +1. Par exemple, 
le système d'indice 6, dont nous nous sommes occupé au 
n° 492 et qui est composé de 120 substitutions conju- 
guées de six lettres, est trois fois transitif, car il admet 
trois substitutions circulaires des ordres respectifs 6,5, 4. 


454. Taéorëme |. — L'ordre d’un système m fois 
transitif, de substitutions conjuguées de n lettres, est un 
multiple de n(n—1)...(r— 1m +1); en d’autres termes, 
l'indice du système est un diviseur du produit 


1.2.3...(2—m). 


En effet, soient A,,A,,A2,...les n(n—1)...(7—m+1) 
arrangements 77 à 72 que l’on peut former avec les 
n lettres données, ct 


3 = 
So; S4; 93 e……) So1 


selles des substitutions du système proposé G qui rem- 
placent les lettres de l’arrangement A; par celles qui 
occupent respectivement les mêmes rangs dans À ;. Dési- 
gnons, en outre, par T l’une des substitutions de G qui 
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remplacent les lettres de À; par ceiles de A, il est clair 
que les p substitutions 


TSi CIS NES Te 


remplaceront les lettres de A; par celles de A4. Le nombre 
des substitutions qui remplacent A; par À; ne peut donc 
être moindre que le nombre de celles qui remplacent A; 
par À;, et réciproquement ce dernier nombre ne peut 
être inférieur au premier. 

Il résulte de là qu'il y a, dans le système proposé, un 
même nombre p de substitutions qui remplacent l’arran- 
gement donné À; par chacun des arrangements A,, A,, 
A2, -... Si donc on appelle y l’ordre du système G, on 
aura 


u—=nin—1)...(x—m+1) Xe, 


1 


et l'indice du système sera 











N 1,2, 307 1.2.3...(7— m) 
EL 


Cet indice est, en conséquence, un diviseur du produit 
1.2.3...(n—m) et l’on voit en outre qu'il est égal à 
l'indice du système conjugué formé par les p substitutions 
qui remplacent l’un des arrangements À; par lui-même. 
De là résulte la proposition suivante : 


CorozLaire. — Si un système G de substitutions con- 
juguées est m fois transitif, celles des substitutions de G 
qui laissent immobiles m lettres choisies à volonté for- 
ment un système conjugué G’ dont l'indice est égal à 


l'indice de G. 


455. Taéorime Il — Un système de substitutions 
conjuguées dont l'indice est supérieur à 2 ne peut étre 
mm fois transitif, s'il renferme une substitution qui ne deé- 


4 Lie 0e 


Tæ 
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place quei lettres, le nombre 1 étant supposé égal ou 
inférieur à m. 

En effet, supposons que le système proposé G renferme 
une substitution S qui ne déplace que à lettres; le nom- 
bre m étant au moins égal à £, et le système G étant m fois 
transitif, ce système renferme une substitution T qui 
remplace les i lettres contenues dans S pari lettres choï- 
sies arbitrairement; par conséquent, il renferme aussi 
la substitution TST-!', qui est une substitution quel- 
conque semblable à S. 

La substitution S étant décomposée en cycles, soit 


S EE #4 CC; Co, …. 
et formons la substitution semblable 
SC CURE 


le produit 
S'S — C'C 


appartiendra au système G. Si l’ordre x du cycle C est 
supérieur à 2 et que l’on ait 

= FE Ajs Ag cs A9) de) 
nous ferons 

(Bi (@o, Ay—13 A2 di3 ..., dy, 3; As; a) 
et nous aurons 
"Ste (Go Qo; a). 
Le cas de u— 3 est compris dans ce qui précède : on a 
alors C’— C; mais, si u — 2 et que l’on ait 
Ci l'aitai} 


comme il y a au moins une lettre 4, non contenue dans, 


nous ferons 
ee _— (ai, Ga) 
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et nous aurons encore 


SS' — (49, 43, &). 


Ainsi, dans tous les cas, G renferme une substitution 
circulaire du troisième ordre ; donc, sin est égalou supé- 
rieur à 3, G renferme toutes les substitutions circulaires 
de troisième ordre, et en conséquence son indice est égal 
à 1 ou 2 (n° 430). 

Le cas de m — 2 échappe à cette analyse; mais, dans 
ce cas, le système G contient par hypothèse une des 
transpositions formées avec les lettres données; donc il 
les renferme toutes et son indice est égal à 1. 


CoroLLaIRE.— Un système de substitutions conjuguées 
doublement transitif, dont l’indice.est supérieur à 2, ne 
renfermeaucune transposition; pareillement, un système 
triplement transitif, dont l’indice est supérieur à 2, ne 
renferme aucune transposition et aucune substitution 
circulaire de trois leitres. 


456. Taéorime NI.— Si l'indice d’un système m fois 
transitif de substitutions conjuguées formées avec n 
lettres est supérieur à 2, cet indice est un multiple du 
produit 1.2.3...m. 


En effet, soient 


A Ai, À>, ss Âu 
les - 
MiTo Rien 


permutations formées avec 2 des lettres données choisies 
arbitrairement, et 


1, T, T, ..., T1 
les M substitutions de ces mêmes lettres. Soient aussi 


1, S1 2) .…..) De 


Fr, + SOMMES DOC CT » À 
152 : METTRE + a FR Fe VAT TAN 12 
TER QUE dre f PR? Lee 


4 
A 
J 





Pl DE nel 
L'ETAT ar pe 


ET LT PE nr & 
ee” LAS | - à à 


ral 


Lee r 
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celles des substitutions du système proposé G qui ne dé- 
placent pas les mn lettres que nous venons de choisir, et 
qui, en conséquence, remplacent l’arrangement A, par 
lui-même. Il y a dans le système G, comme on l’a vu dans 
la démonstration du théorème I (n° 454), p substitu- 
ons susceptibles de remplacer les m lettres de A, par 
celles qui occupent les mêmes rangs dans A;; mais, pour 
exécuter une telle substitution, 1l suffit évidemment de 
faire d’abord une substitution du système T qui amènera 
les m lettres de À; aux places voulues, après quotil restera 
seulement à exécuter une substitution S’ de 7 — m let- 
tres. D'ailleurs, les deux substitutions que nous em- 
ployons sontéchangeables entre elles, puisqu'elles n’ont 
pas de lettres communes, et les bM substitutions, dis- 
unctes du système G, qui sont susceptibles de remplacer 
l’un des arrangements A par un autre arrangement formé 
des mêmes lettres, peuvent être représentées par 


1, Su Dites DE 
St, INTRA DS ANT; 502 
T:5$”, PO T,S$, DU TS 
 : Let ere A eR Li OS x 
ne 2 Des SIT ON Du AIS 


où 5}? désigne généralement des substitutions qui ne dé- 
pendent pas des m lettres contenues dans les arrange- 
ments À. Le produit de deux quelconques de ces substi- 
tutions appartient au système G; d’ailleurs il est de la 
forme T;S’, S''étant indépendant des 7n lettres contenues 
dans À; donc il fait nécessairement partie du tableau 
précédent ; 1l en résulte que les Mb substitutions de ce 
tableau forment un système conjugué. On voit en outre 
que les substitutions S, qui figurent comme facteurs 
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dans deux substitutions de ce système, ne peuvent être 
égales entre elles; en effet, il est évident que, si j =1, on 
ne peut trouver dans notre tableau les deux substitutions 
TS et TS, et la même chose a lieu si 7 est différent de 4, 
car autrement on trouverait aussi(T ;S)(T;S)"t ouT;T;*, 
ce qui est impossible d’après le théorème IT (n° 455), 
puisque cette substitution ne déplace que m lettres au 
plus. En conséquence, les Mb facteurs S du précédent 
tableau, savoir : 


T, S4, S2 eus Se 


(1 1) (1 1 
RS ER ne 


(2) (2) (2) 3 (2) 
So 9 5, , D! HQIORE S 1 


ss SUBieue e/ohethe tree css 7e és ee 1e 9 


M— M1) 
SE ASS 


:(M—1) M—1 
C SORT USE 


, e—1 


constituent un système de Mb substitutions conjuguées 


formées avec 7 — m lettres : l’ordre M o de ce système est: 
; P ,: 


donc un diviseur du produit 1.2.3...(7—1m), et l’on a 


1.2.3..:(2—m) 


P 


2 EPS 


Or, par le théorème I (n° 456), le premier membre de 
cette égalité est précisément l'indice du système G; cet 
indice est donc un multiple de 1.2...7m. 


Remarque. — Le théorème que nous venons d'établir 
comprend, comme cas particulier, la proposition que 
nous avons présentée au n° 448 à titre de lemme. On 
peut effectivement conclure de ce qui précède le corol- 
laire suivant : 


CororLaIRE. — Si un système de substitutions conju- 
guées formées avec n lettres est m fois transitif, et que 





À 
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79 . . \ . , . 
d'indice y. de ce système soit supérieur à 2, on peut for- 
mer un système de substitutions conjuguées de n— m 


lettres dont l'indice est parer - 


UT ee 


457. Taéorëme IV. — Un système de substitutions 
conjuguées de n lettres, dont l'indice est supérieur à 2, 


ne peut étre plus de = fois transitif ('). 


En effet, quand l'indice p d’un système mn fois transitif 
de substitutions formées avec 2 lettres est supérieur à 2, 
cet indice est en même temps un multiple de 1.2...m et 
un diviseur de 1.2.3...(7—m). On ne peut donc pas 
avoir 


ñn 
m>n—m ou Le 


On peut même ajouter que: Si n est supérieur à 6, 
il n'existe point de système de substitutions coujuguées 
formées avec n lettres dont l'indice soit supérieur à 2, 


. L2 ñn L . . . 1] 
et qui soit = fois transitif. 


En effet, si un tel système existe, désignons-le par Get 
soit T l’une de ses substitutions. Supposons que la sub- 


rs k n 
stitution ‘I remplace les = lettres 


os di, CLR CMQIONS à «a , «a 


n n 
par 
! ! U ! (4 
lys is À, . «a, F a, ; 
2 s 





(*) Ce théorème a été démontré par M. Émile Mathieu dans un Mé- 
moire qui fait partie du tome V du Journal de Mathématiques pures et 
appliquées (2° série); M. Mathieu a également démontré le théorème I 
dans >e Mémoire. 
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le système G renferme une substitution U qui remplace 


n U 
ces — dernières lettres par 
D) 


oi; €, da, .., € 


DIS 
| 
LE] 


; re n PE 
b étant une lettre différente des lettres a dont est formé 


le premier arrangement; la substitution UT =S ne se 

réduit pas à l’unité et elle ne déplace pas les lettres 

dos dy, +, 4, ; donc le système G renferme une sub- 
— 2 LG 


2 


stitution qui ne déplace que - +1 lettres. 
2 
Décomposons cette substitution S en cycles, et soit 
SC CU 


si T désigneunesubstitution quelconque de G, TST='=S" 
sera une substitution de G semblable à S; posons 


SE CICR CA 


7è 
Comme S et S’ ne renferment que — +1 lettres, on peut 
2 
choisir T de manière que l’on ait 
Ve = LR EP D | 
G—=C, C=C", ...,; 


on aura alors 
SSte=CCe 


La substitution SS’ appartient à G, et l’on peut même 
choisir à volonté les lettres de C7, à l’exception d’une 
seule. Supposons que l’on ait 


C—=(&, jy gg vu ai} 





Sii 2, Cseréduit à (a,,a,), C’ sera de la forme (b,, b,), 
en choisissant l’une des lettres b,, b, parmi celles qui 





+ 
ER 
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ne figurent pas dans S ; la substitution SS’ ne déplaçant 
au plus que quatre lettres, on a nécessairement (n° 455) 


ne ee 
ee Fe 3 ou 7 20: 


Sitest > 2, on peut faire 


s JFTEE 2 14 
(® = (45; DIF HÉGTML ST 00, Co}; 


on n’est pas bibre du choix de D; si cette lettre diffère 
de a,, le produit SS' ou CC est (a,, b)(a;, a), et l’on 
conclut, comme précédemment, que # est au plus égal 
à 6. S1 la lettre D n’est autre que a,, on a 


D dr en 


ce qui ne peut avoir lieu que dans le cas de n = 4, où 
l'indice du système deux fois transitif est 2. 


Des expressions susceptibles de représenter l'indice 
d'un système intransitif. 


Â58. Soient G un système intransitif de substututions 
conjuguées de z lettres, et 


HAN: Sa 


les + lettres que à, peut remplacer par les substitutions 
de G.Sia;eta; désignent deux quelconques de ceslettres, 
le système G renfermera deux substitutions telles que 


as, AE: 
? ; 
Aie. dy... 


or le produit de la deuxième subsutution par l'inverse 
de la première à pour effet de remplacer la lettre a; par 
a; : donc les subsututions de G peuvent transporter l’une 
quelconque des lettres a à la place d’une autre lettre quel- 
conque du même groupe. Réciproquement, toute lettre 
susceptible de remplacer une lettre a; par les substi- 


1 4, De 
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tutions de ( appartient au même groupe; car, si la 
lettre a peut remplacer 4j, par une substitution de G, 
cette substitution, combinée avec l’une des précédentes, 
permettra de remplacer & par a, et, conséquemment, la 
lettre a fait partie du groupe considéré. 

Soit D, l’une des lettres données non comprises dans 
le groupe précédent; le raisonnement que nous venons 
de faire prouve que b, fait partie d’un deuxième groupe 
de lettres | 

TON AL 


qui ne peuvent que s’échanger entre elles par les substi- 
tutions de G, et, en continuant ainsi, on voit que les 7 let- 
tres données peuvent être partagées en divers groupes 


CAT UE ET 


b:, ba, , De, 
Ci» Co, . , Cys 
WU. 9 91 © D» 526: 4%. 070,75 . L) 


de telle manière que les substitutions de G ne puissent 
qu’échanger entre elles les lettres de chaque groupe. En 
d’autres termes, chaque substitution S de G sera de la 


forme 
SA DECT 1 


À, B, C,... étant des substitutions qui ne déplacent 
respectivement que des lettres a, des lettres b, des let- 
tres C;.eLc. 

Il est évident que les substitutions A forment un sys- 
tème transiuf relatif à & lettres, et de même les substi- 
tutions B, G, ... forment des systèmes transitifs relatifs 
à 6 lettres, à 7 lettres, etc. Désignons par & l'indice du 
système conjugué formé des substitutions À, et par G l’in- 
dice du système G. 

Il peut arriver que les substitutions A soient en même 


RAR En Et 


BP 


ñ “ "= 
BR ES “ 
k eo A 
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nombre que les substitutions de G, et, dans ce cas, on 





aura 
AP ERP PNR PU L 
CN EE 
d’où 
RD tt 7 
ou ER CRE . 
(1) J RCE NE 


Mais, si l’ordre x du système A est inférieur à l’ordre v 
de G, il y aura nécessairement dans ce dernier système 
des substitutions telles que AT, AT’, composées d’une 
même substitution À et de deux substitutions T, FT’ in- 
dépendantes des lettres a, .... Le produit de l’une de 
ces substitutions par l'inverse de l’autre ne déplace pas 
les lettres a et, en conséquence, le système G renferme 
un certain nombre p de substitutions 


I, (% EE ,.., 1 en 


qui ne dépendent pas des lettres a et qui forment un sys- 
tème conjugué que nous désignerons par G”. Maintenant, 
soit À, T’ l’une des substitutions de G qui renferment le 
facteur À,, ce système contiendra les p substitutions 


TT PA CAT T 


mais 1l ne contiendra aucune autre substitution renfer- 
mant le facteur À,; car une telle substitution peut se 
mettre sous la forme A, TO, et, si elle figurait dans G, 
© y figurerait aussi. Comme À, désigne l’une quelconque 
desu—1 substitutions du système À, distinctes de l’unité, 
on voit que G contient up substitutions; ainsi l’on a 
v=—up, ou, en désignant par G' l’ordre du système G, 
TMS Ar ns Le209206 (7 2 0) 


: = —— XX ————— 
G AA G' 2 
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ce qui donne 


12090272 
(== FR EE ACTE 
9 (92Ha) ie (2 at 
Si l’on suppose que le système G' se réduise à la seule 


substitution égale à 1, on aura 
GE 33 — ak 


en sorte que l’on peut regarder la formule (1) comme 
comprise dans la formule (2). 
On peut raisonner sur le système G comme nous l’a- 
vons fait sur le système G, et l’on aura en conséquence 
1.2.3...(7— «) 


FERA 70 L Fed 
pe (23e lie Ur Le 00 + 





45 étant l'indice d’un système transitif relatif à 6 lettres, 
et G/ l'indice d’un système relatif à 7 — x— 6 lettres. 
On peut continuer ainsi jusqu’à ce qu’on rencontre 
dans la série G, G’, G”, ... un système conjugué qui ne 
soit plus intransitif et qui se rapportera alors au dernier 
des groupes de lettres données; les formules précédentes 


donneront 
(3) C=MTARES..., 
en posant 

JE EU 





(122.8 ad} 2483416) (T: 2 NES 


avec 
n—=u+6—+7y +... 


La formule (3), qui a été indiquée par Cauchy, nous 
fait connaître l’expression des nombres susceptibles de 
représenter les indices des systèmes intransitifs. 








[9 
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459. Il faut remarquer que la formule (2) peut s’écrire 


n(n—1)...{(n—0+1) 





Gi OC 
J DR: JE 


et, comme & ne peut avoir que les valeurs 1, 2, ...,(n—1), 
le premier facteur de cette expression de G est l’un des 


nombres 

n  n(n—i) 

ER = Sd «3 

I Te 
dont le minimum est n. D'ailleurs .& et G/ sont des en- 
üers, donc Ç est au moins égal à 7. On voit même que, 


pour avoir Ç = 7, il faut que l’on ait 
LR ONVESS ESS PE PE VAN FES À 


et alors le système proposé G est évidemment composé 
des 1.2.3...(n7—1) substitutions de 7 — 1 lettres. 

La formule précédente montre encore que, si G est su- 
périeur à », cet indice est au moins égal à la plus petite 
des valeurs 








Sur la limite des indices supérieurs à 2, dans le cas 
des systèmes transitifs. 


460. Nous présenterons ici avec quelques modifications 
la démonstration que Cauchy a donnée du théorème de 
M. Bertrand, dans un Mémoire inséré au tome XXI des 
Comptes rendus de l’ Academie des Sciences. 

D'après ce qui précède, l'indice d’un système intransi- 
tif ne peut être inférieur au nombre des lettres; donc, 
pour établir le théorème que nous avons en vue, il suffit 
de considérer les systèmes transitifs. 

Je dis que l'indice d'un système transitif G relatif 

S. — Alg. sup., Il. 23 


354 COURS D’ALGÈBRE SUPÉRIEURE. 


à n lettres ne peut être en même temps supérieur à 2 et 
inférieur à 2, à moins que 7 ne soit égal à 4. Pour cela 
nous distinguerons trois Cas. 

1° Le système G est simplement transitif. — Dans ce 
cas le système G, qui comprend celles des substitutions 
de G qui ne déplacent que 7 —1 lettres, est intransitif et 
son indice est égal ou supérieur à 7 —1. Get indice est 
aussi celui de G, et je dis qu'il ne peut pas être égal à 
n—15s1n est > 4. En effet, si G et G'avaient 7 —1 
pour indice, le système G’(n° 459) serait formé par les 
substitutions de 2— 2 lettres, et ces substitutions feraient 
partie de G; or le système G ne peut pas contenir toutes 
les substitutions de 7 — 1 lettres, car autrement il ne 
serait pas transitif, ou il serait composé de toutes les 
substitutions des 7 lettres, et alors son indice serait égal 
à 1. Cela étant, sin est ©4,on ne peut pas admettre que 
le système G, d'indice 2—1, renferme toutes les substi- 
tutions de nr — 2 lettres; car, si cela avait lieu, l'indice 
de ce système serait égal à l’un des nombres LUS 
n(n—1)(n° ÀM, Corollaire), ce qui implique contra- 
diction. Donc, si n est > 4, l'indice de G’ ou de G est 
au moins égal (n° 459) au plus petit des deux nombres 


(n—1)(2—2) 


o(n—1), + Par suite cet indice est supé- 


2 
rieur à 7. 

2° Le système G est deux fois transitif. — Alors le 
système Gest simplement transitif, et si l’on an —1>4, 
l'indice de ce système, qui est aussi celui de G, sera au 
moins égal au plus petit des deux nombres 


2(n—2)=n+(nr—4), 
(ra) Mean trie ) 


ent 


2 2. 


lesquels ne sont pas inférieurs à 7, quand 7 est supérieur 


dé 
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à >. Nous nous référons pour le cas de 7 = 5 au théo- 
rème du n° 445. 

3° Le système G est au moins trois fois transitif. — 
SOIENT do, As c. Any les lettres données et 


} de Su So, .., D 


les substitutions de G. Désignons aussi par T; la trans- 
position (& a;). Si l’on multiplie la droite, pour fixer les 


idées, par 
To; T;, DE] Le: 


les substitutions de G, on obtiendra zu produits qui 
seront distincts, si l'indice de G est supérieur à 2; car 
si l’on avait 

IFR ALES 


on en conclurait 
rp—1 LAS —1 


et par conséquent la substitution TiTT ; ferait partie de G. 
Or ce produit est une substitution circulaire de trois 
lettres, à moins que l’un de ses facteurs ne soit égal à 1, et 
dans ce cas elle se réduit à une transposition. D'ailleurs, 
dans notre hypothèse, le système G ne peut renfermer 
une telle substitution (n° 455, Corollaire); donc les 
ny produits que nous avons formés sont distincts, ce qui 
exige que 724 ne soit pas supérieur à 1.2...7, C'est-à- 
dire que l'indice de G soit au moins égal à n. 


ie GR —— 
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CHAPITRE IV. 


SUR QUELQUES CAS PARTICULIERS DE LA THÉORIE 
DES SUBSTITUTIONS. 


: LS ENT ax + b 
Sur: les fonctions linéaires de la forme --— — ;. 
a x + b 
. Les dév Jements que je me pr se de pré- 
À61. Les développement je me propose de p 
senter ici nous conduiront à des conséquences intéres- 
santes au point de vue de la théorie des substitutions, et 
ils trouveront en outre plus loin leur application dans 
la théorie des équations. 
Soit posé 
AT Lib 
(1) 0x ms A MEET , 
LT 0 
a, b, d', b' étant des quantités quelconques données; 
faisons aussi 
Pr = 007, 2,.0%r = 00%p,; 0, COTE MORE 
il est très-aisé d’avoir l'expression générale de 6”4x. Soit 
en effet 
(2) gt x — Ayn Z + (eg 


4 ! 
a, X + b, 


y 


on pourra écrire, d’après la loi de formation des fonc- 
ti0nS"620, 02 re 


! 
Um = A Ap-1 + 0 RE 


’ ! 94 
Le Aie 
E,y — € dpt 7 b Œ,, 1 


A 
CS 
— 


D, ROSE: 0 b: 


nm ni—1? 


RS >. ! ri 
baron b' he 
! 


Pour tirer de ces équationsles valeursdea»,a,,bm,b,,, 


en fonction des quantités connues à, 4’, b, b', désignons 
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par z une quantité telle, que l’on ait 


z b + b'z 
(4) == ——<— 


| 
I A + a 3 


les équations (3) donneront 


Am + a, 7 == (a + a'2) (em + CAREDE 
Dm is (AE — (a + a'z) (D ne bit); 


d’où l’on tire 
(5) dyn +a,z—={|a+az})", 
l En +6,3=3(a+a'z)". 


En outre, l'équation (4 ui est du deuxième degré, a 
q 4); 5 


! 


deux racines, et si l’on désigne ces racines par z et z/, 


on aura encore 


Cr x Fe DONTIL 
Am +4,23 a Fa z ) , 


(6) 


= 


LA je 
bn + b, FA 


! ! 
{a + az)". 


Les équations (5) et (6) déterminent les valeurs de a», 
LA L b' 
An) Jin m° 


En faisant, pour abréger, 





(7) 28 — V(a + y — 4 (ab — ba’), 
et 
| Pr (a + bi 24)" + (a + 'ARES 24, 
(8) (a + b!+ 2t}"— [a+ b— ot)" 
| De RS 0 NRA CN SITE 


on trouve aisément 


| bn ia oo 

An — o+1 ? 
pe dr LQ 
dy — 4 AT 
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équations dont on déduit 


Am — bn a —b 
Ta SR 
m 
(10) AE 
ENT er 
a 


Am0, — bre, = (ab — ba)"; 
en sorte que, si l’on.a 
BP r 
on aura aussi 


! ! 
An 0 D — Er, 


m m ay 


462. On connaît donc les coefficients de la fonction 
8" x en fonction des quantités connues a, b, a’, b'. A la 
vérité, notre analyse semble en défaut si £ est nulle, car, 
dans ce cas, les racines z et z/ étant égales, les équa- 
tions (6) ne diffèrent pas des équations (5); mais, 
comme les équations (8) et (9) ont lieu quelque petite 
que soit £, il en résulte qu’elles subsistent pour { = 0 : 
on a, dans ce cas, 


Il 


112 
Q» — 2m (a + bte, 


2 (a HE baie 


et, par suite, 


. (a+ )"+ ma v)(a +0 
TT om 9 





; ma’ (a + Carré 


— 2 
m 271—1 


(ri) mb(a + D'Emes 
QUE 4 





o711—1 


DA 


: (a+ b'}"— mia—b')(a+0b}"1 


nm nm 
2, 





Ici les quantités a, b, a!, b' doivent vérifier l'équation 


(12) (a+ 8} = 4 (ab — bal}, 


SECTION IV. — CHAPITRE IV. 359 
et l’on peut écrire la valeur de 0x comme il suit : 


b'! 
(a DRpae }r+ar 
A m 


PT ee à 


+ d' 
az (av —< | 





m 


On voit que, si l’on fait croître indéfiniment le nombre m, 
dx converge vers la quantité 


(a— Db'\x+o2b 
2a'x—{(a—b") 
db ND b 


qui a pour valeur l’une des constantes à ——3 
a! LD 





lesquelles sont égales entre elles en vertu de la rela- 
tion (12). 


463. Proposons-nous maintenant de trouver la condi- 
ton nécessaire et suffisante pour que l’on ait identique- 
ment 


(1 3) CRT 
c’est-à-dire 
(14) Ai —= b,, a, AO 0: 


On voit immédiatement qu'on doit exclure le cas parti- 
culier où l’on aurait 


(a + b"}— A4 {ab — ba'), 
car les équations (11) montrent que, pour satisfaire aux 
équations (14), il faudrait que l’on eût 
a + b' — O, 


par suite, 
ab — ba — 0; 


et alors la fonction 8x ne dépendrait pas de x. Cela étant, 
on voit par les équations (9) que, pour satisfaire aux 
équations (14), il est nécessaire et suffisant que l’on ait 


Q;: = 0, 


360 COURS D'ALGÈBRE SUPÉRIEURE. 


ou 
(a + 07 + 2,t }# — (a BON EE 2 LE (e 


On tre de là 


; 2 À — à, 2x 
a + b Hat (a+ 0 25) (cos À + Vi sin 2e) 
p p 
et 


À7 y—— 
(15) DS + 6!) tang © ÿ” L. 
LL 


en désignant par À un nombre entier qu’on doit supposer 
premier avec p. pour qu'il faille effectivement exécuter 
u fois sur x l'opération désignée par 0 avant de repro- 
duire x. 

La comparaison de cette valeur de 2t avec celle qu’on 
tire de l’équation (7) donne 
(16) (a + Bite 4 (able PETER 

F- 
ce qui est la condition nécessaire et suffisante pour que 
l’on ait 
x — x, 

Si l’on suppose que les quantités a, b, a', b' soient 
réelles, l'équation (16) montre que la quantité ab'— ba 
doit être positive, le cas de = 2 étant excepté. Etcomme 
on peut, sans changer la fonction 6x, multiplier les con- 
stantes &, b, a’, b'par un facteur quelconque, on voit que, 
sans altérer la généralité de la solution, on peut supposer 


(17) ab 0 =: 
alors l'équation (16) donne 
À 
(19) a + b'— 920c0s 218 
[7 


1 


Nous ne mettons pasle signe + devantle secondmembre, 
parce qu’on peut, si on le juge à propos, changer les 
signes des quatre quantités @, b, a', b!. 
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Des équations (19) ct (18) on tire 


À 
PE C — 2CO0S =), 








L 
(19) { $ Àr 
a — 2ACOS — I 
L Les 
= — —-; 
a’ J 
et la fonction 0x a pour valeur , 
, ÀT 
1194 COS CAL I 
\ ax — 1 . 
(20) a 
DR ———— ° 
À cs 
LL lA -2COS-- 
M, 


Les HATnes a et a’ demeurent indéterminées; quant 
à À, c’est un nombre entier quelconque premier avec p. 
S1 Vos continue de poser 

AnT + Om 

ax +0, 


pre 


on trouvera aisément 














| . Mr . (m—1)àr 
«SIN SR — 
le Ke 
«a er = ES 
7H F- 
Sin — 
LL 
b 
IE rT A1 
sin 
P 
HE A ir 
+ x 
sin — 
[z 
(oi 
ÀT . Mr 
| a?— 2û COS — +I SIN —— 
SRE Fe Fe 
oo LES j Lu A 
a \TT 
Sin 
LL 
d 
. (m+i) . mir 
sin — a sin 
ue e 1130 
| m | dr 
sin 


4 
à 
« 


362 COURS D’ALGÈBRE SUPÉRIEURE: 


Des équations (19)et(21) ontire 

















: mir 
bo es A APR DOS el 
FT 
(22) ( mr 
Am — 24m COS 
Le 
bn = — 7 
a 
mt 
et \ 
AXE ; (m —1)àx 
An SIN — + Sin -—— 
d== is , 
. mr 
sin 
pe 
.. x 
sin — 
a = à Le ; 
EL ne MT 
sin 
, É 
(25) 
: mir . dr 
a}, — 24;}C0$S —— +I Sin — 
À LL 
a, . MmT 
SIN — 
nm 
. (m+i)àr . x 
HULL TEMNPANERRE PPRONS 
. mr 
SIN — 
F 


Ces formules permettent de résoudre la question sui- 
vante : 


à s RSR AU 
Etant donnée une fonction linéaire T +200 »trouver 
a ZX 


nm m 


: Are ax + b : 

une fonction linéaire 0x = -———; telle, que l’on ait 
a'x + bd | 

identiquement 

An X Ca pra 


CLR rs 
CR TE ! ‘ 
a, € + 0e 


et Or Tr: 


On voit que le problème n’est possible que si les quan- 
tités données 4m, Om; 4m 0 Satisfont aux équations (22). 
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Des fonctions rationnelles linéaires prises suivant un 
module premier. 


464. Nous allons considérer ici, à un point de vue 
particulier, les fonctions rationnelles linéaires de la 
forme 
(x) 0 RE ra 

a'z + b' 


dans laquelle z est une variable indépendante. Nous 
supposerons que les constantes a, b, a!, b' soient des 
nombres entiers positifs, nuls ou négatifs, et nous con- 
viendrons, en outre, de prendre les résultats suivant un 
module premier impair p; en d’autres termes, nous re- 
garderons comme équivalents les entiers qui sont con- 
grus relativement au module. Les développements qui 
vont suivre conduisent à des conséquences intéressantes 
pour la théorie des nombres et qui sont surtout utiles 
dans la théorie des substitutions; je les ai présentés, pour 
la première fois, dans un article inséré au tome XLVIII 
des Comptes rendus de l’Académie des Sciences. 
Comme nous faisons abstraction du cas où 0z se réduit 
à une constante, la différence ab'— ba! ne sera jamais 
congrue à zéro suivant le module p; cette différence sera 
dite le déterminant de la fonction linéaire 83. On peut, 
sans changer cette fonction, multiplier les quatre con- 
stantes a, b, a, b'par un même nombre X; le détermi- 
nant se trouve alors multiplié par Æ?, et 1l sera, après 
comme avant la multiplication, résidu quadratique ou 
non-résidu quadratique de p. D’après cela, nos fonctions 
linéaires peuvent être classées en deux genres; le pre- 
mier genre comprendra les fonctions dont le détermi- 
nant est résidu quadratique, tandis que celles dont le 
déterminant est non-résidu constitueront le deuxième 
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genre. Mais on voit que l’on pourra toujours faire en 
sorte que, dans le premier genre, le déterminant soit un 
résidu quadratique quelconque donné, 1 par exemple, et 
pareillement que, dans le deuxième genre, le détermi- 
nant soit un non-résidu quelconque donné. 

L'expression générale de 8z comprend des fonctions 
entières et des fonctions fractionnaires ; les premières 
peuvent être ramenées à la forme 


12) JEC 2: 


et les dernières à la forme 


(3) gs 


À 
z2+g 





, 


À désignant dans les deux cas le déterminant de la 
fonction. 


Dans les formules (2) et (3), le déterminant A peut 
recevoir les p — 1 valeurs 


1, ORNE VAI 


parmi lesquelles il y a autant de résidus que de non-ré- 
sidus ; les constantes f et g peuvent recevoir les mêmes 
valeurs, et, en outre, la valeur zéro. Il s'ensuit que le 
nombre des fonctions entières est p (p —1) en compre- 
nant la variable z elle-même, et que celui des fonctuons 
fractionnaires est p?(p—1); par conséquent, le nombre 
total N des fonctions linéaires suivant le module p est 


(4) NPD DE), 
et le nombre des fonctions du premier ou du deuxième 


I 
genre est — N. 
2 


465. Soient 0z et 6, z deux fonctions rationnelles li- 
néaires prises suivant le module p; pour abréger le dis- 
cours, nous nommerons produit de la fonction linéaire 


”. SRE 


*. 
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9,z par 0z le résultat 69, z que l’on obtient en exécutant 
d’abord sur la variable z l'opération désignée par 6,, 
puis sur le résultat 9, z l'opération désignée par 6; cette 
définition s’étend naturellement au cas de trois, de qua- 
tre, etc., fonctions linéaires. Le produit de m» fonctions 
linéaires égales à 0z, c’est-à-dire le résultat que l’on ob- 
tient en exécutant »2 fois sur z l'opération 8, sera la 
mie puissance de @z, et nous la représenterons par @"!z. 

Le produit de deux fonctions linéaires a pour déter- 
minant le produit des déterminants des facteurs. Si, en 
effet, on pose 





az + b az + b, 
Üz ar PET D mou Jr 
az +- b a, z:+b, 
on aura 
" (aa; + ba,)2+ (ab, + bb) Az—+B 
DE 7 7 PAT TEN Po CPR LIRE En 
: (aa; + b'a )z+{(a b,+b'b) A!z + B7 
et 


{AB — BA’) — {ab —ba'){aib — bia). 


On conclut de là que le produit de tant de fonctions 
linéaires que l’on voudra est une fonction linéaire dont le 
déterminant est égal au produit des déterminants des 
facteurs ; d’oùil suit que la fonction produit appartiendra 
au premier ou au deuxième genre, suivant que le nombre 
des facteurs du deuxième genre sera pair ou impair. 

Il est évident que l’ensemble de toutes les fonctions 
linéaires forme un groupe tel, que le produit de plusieurs 
fonctions du groupe fait aussi partie de ce groupe. On 
voit par ce qui précède qu'il en est de même de l’en- 
semble des seules fonctions linéaires du premier genre, 
mais non pas de l’enser ‘le des seules fonctions du 
deuxième genre. 


466. Considérons la série indéfinie 


(5) LUS TES RAC ARR 


" de ns) LAS 
1 Nihart 
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formée par la variable z et les diverses puissances de la 
fonction linéaire 8z pour le module premier p. Comme 
le nombre des fonctions linéaires est limité, la suite pré- 
cédente ne pourra jamais offrir qu’un nombre fini de 
valeurs distinctes suivantle module p, et, parconséquent, 
quelques-uns des termes de cette série se trouveront né-. 
cessairement reproduits une infinité de fois. Supposons 
que l’on ait identiquement 


Q+m 3 —= Qn y ou O7 OM x —= Om z (mod. P); 


on pourra écrire z au lieu de 8*z, et l’on aura identi- 
quement 


(6) 9%:=3 (mod.p), 
d’où l’on conclut aisément 
Ontez=@z (mod.p}, 


quels que soient les entiers positifs À et p. On peut con- 
venir d'étendre cette formule à toutes les valeurs posi- 
üves, nulles ou négatives de p, en sorte que l’on aura en 


particulier 

(7) 0z=z (mod.y») 
et 

(8) Q—1z=0%-1z (mod. p). 


Si z désigne le plus petit nombre tel, que la con- 
gruence (6) ait lieu identiquement, la série (5) ne com- 
prendra que les 7 termes distincts | 


(a) 2, 10 SAORSARE NL0 1 ES 


et deux quelconques de ces termes seront effectivement 
incongrus suivant le module p, au moins tant que z 
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restera indéterminé ; le nombre 7 sera dit l’ordre de la 
fonction linéaire 9z pour le module p. 

Si e est un nombre premier avec 7 et inférieur à n, 
la fonction 0°z sera, comme @z, de l’ordre 7; car, si l’on 
suppose les termes de la suite (9) rangés en cercle et 
qu'on les compte de e en e à partir du premier z, c’est- 
à-dire en suivant l’ordre 


e 2e 
LRU TS. 02 eee 


il est clair qu’on ne reviendra au point de départ qu'’a- 
près avoir rencontré les z termes. Au contraire, si les 
nombres 7 ete ont un plus grand commun diviseur d 
supérieur à 1, On se trouvera ramené au point de départ 


4 e , 72 9 
après avoir rencontré = termes, et l’ordre de la fonc- 


: ; 7 
tion 0z sera égal à SE 


La fonction 67! z, définie par la congruence (8), sera 
dite l'inverse de 0z; on peut obtenir immédiatement sa 
valeur; car, si l’on remplace z par 607!z dans la con- 
gruence (1), il vient 


a0—1z + b 
DORN DT a 
L'on a 0-1 + 6"? 
d’où 
SE PDiz hi 0 
(10) Oiz— ——— 
az a 


en sorte que les fonctions 0z et 0-!z se déduisent l’une 
de l’autre en changeant a et b' en —b/ et — a. 


467. Soit, comme précédemment, 


Éd» Re de 
a 5 0 

et posons en outre 

Anz + Om. 


(11) OR 7 — PRET, s 
+ An? + dn 
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si l'on fait, pour abréger, comme au n° 461, 

Go) 2e NCA ED b Ut 
P,—=(a+b'+at}"+ {a+ b— D'ART 





(13) Ca + bac) — [a + b— 01)" 
| or —— "5 9 
2t 
on aura les équations déjà considérées 
| 3 Ps; 3% (a —\ ) Q% er Q% 
pes a by 0e 
2 D} 
/ 
(14) : F 
| ! ! Q» 4 Be K #4 (a FU ) Qu 
OMIS) b = NE PRE 
| rt 2/1 m 2 mn +1 
et qui sont comprises dans les formules 
! ! 
ñ) A Pr Mr pr 4er bu A1 Q@> 
(1 ] An + er. D pe PTE 
2 4 ==.0 b a ont 


Désignons par À le déterminant ab! — ba! de la fonc- 
ton 0z et par À,, celui de 0”z; posons en outre 


(16) a. ul u: RE LAS — 4(a, Fee — bd}, TN 
on aura, par les formules (14) ou (15 ), 


ln Q» n 
(17) PE pm ? An — A7. 





On voit que, dans le passage de la fonction 03 à sa 
mième puissance 0”z, les rapports des quantités a — b”, 
b, a, t à l’une d’elles restent invariables et que le déter- 
minant se trouve remplacé par sa snième puissance ; : cette 
dernière propriété résulte d’ailleurs qoa ce qui a été dit 
plus haut. 

Les formules (14) montrent que 9": ne peut jamais 
être une fonction entière autre que z, à moins que 0z 
ne soit elle-même entière; car, si a’ n’est pas nul, a!, ne 
peut s'évanouir que dans le cas où l’on a Q,— 0, et 
alors on a 2, — 0 et an == 6;. 





te 
EX 
, 
ne 
y 
AE) 
ie 
L 
LS 
i 
» 


_ LS 
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Pour satisfaire à la congruence (6 ), il faut et il suffit 
que l’on ait 


(18) Q,=0 {mod. p}4 


mais, pour que z soit effectivement l’ordre de la fonc- 
tion @z, 1l faut en outre que pour toute valeur de m2 infé- 
rieure à la quantité Q,, soit différente de zéro ; nous fai- 
sons ici abstraction du cas où 8z est du premier ordre, 
c’est-à-dire du cas où 03 se réduit à z. 

Nous nous proposons d'étudier les fonctions linéaires 
0z au point de vue de leur ordre. Il convient dans cette 
recherche de distinguer trois cas, suivant que la quan- 
tité £2 est congrue à zéro suivant le module p, résidu 
quadratique de ce module, ou non-résidu quadratique. 


468. Examinons d’abord le premier cas où la quan- 
tité £? est congrue à zéro suivant le module p; la con- 
gruence (18) devient alors 


2n(a + b'}"1= 0 (mod. DJ 


On ne peut pas avoir a + b’=o (mod. p), car autre- 
ment la condition t=0 { mod. p}) se réduirait à 


ab'—ba'=o [mod p); 


le déterminant de 8 z serait nul et cette fonction se rédui- 
rait à une constante. La congruence (18) ne peut donc 
avoir lieu que si z est un multiple de p, et par consé- 
quent, dans le cas qui nous occupe, l'ordre de la fonc- 
tion linéaire 0z est toujours égal au module p. La con- 
dition t—=0 (mod. p) donne 


a + b’ = 2 VA (mod. p}); 


d’où il suit que le déterminant À est résidu quadratique 
de p, et, par conséquent, la fonction 0z appartent au 
premier genre. 

S.— As, sup., A: 24 
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On obtiendra toutes les fonctions linéaires d'ordre p 
en prenant tous les systèmes de solutions distinctes des 
deux congruences 


a+ b'=0 V4, ab bat 21 Mode 


si l'on veut d’abord les fonctions entières, on posera 
a'—= uv, b'=1, ce qui donnerata= 41700 
donc les p— 1 fonctions d'ordre p 


(19) Dr tb, 


en prenant pour à les valeurs successives 1, 2, ..., p—1. 
Pour avoir les fonctions fractionnaires, nous ferons 
a —1 et nous poserons, 


Ve 
a — b'=23g, 


ce qui donnera 


a — VA +g, b'— VA — >, b — — 9?, 


en sorte que l'expression des foncuons fractionnaires 
d'ordre p sera 
A 


== TT 
z+(Va—3g) z+ Va —$8 


ON Nage 
tou (WA +g)z— 


On peut attribuer à la quantité g les p valeurs 

0: 1) 62) D ES 
et à la quantité YA les mêmes valeurs, zéro excepté; 
on obtiendra ainsi p(p—1) fonctions fractionnaires. IL 


suit de là que le nombre total N, des fonctions linéaires 
d'ordre p est 


(ar) N,=(p+i)(p—:1). 
Comme tout nombre inférieur à p est premier avec ce 


nombre, toutes les puissances d’une fonction linéaire 
d'ordre p sont aussi de cet ordre; il en résulte que les 
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N, fonctions dont nous venons d'établir l'existence for- 
ment p+1 groupes renfermant chacun p—1 fonctions 
qui sont les puissances de l’une quelconque d’entre elles. 
Les p—1 fonctions comprises dans la formule (19) con- 
stituent évidemment l’un de ces groupes, et l’on obtien- 
dra les p autres groupes par la formule (20) en associant 
successivement chacune des p valeurs de g avec le système 
des p—1 valeurs de YA. Effectivement, si l’on forme, 
en se servant des formules (14) ou(15}), la puissance 
mième de la fonction 0z donnée par l'équation (20), on 
trouve 


(22) 


expression qui se déduit de celle de 0z par le seul chan- 


gement de VA en = VA. 


469. Lorsque la quantité £? est différente de zéro, la 
congruence (18), savoir 


(23) (a+b'+ot}"={(a+b'— 21) (mod.p), 
peut être mise sous la forme 

(24) a+ b'+2t=ila+b —2t) ([mod.p), 
en désignant par z une racine de la congruence 
(25) it=1 (mod.p). 


En outre, pour que n soit effectivement l’ordre de la 
fonction 03, il est nécessaire que z soit une racine primi- 
tive de la congruence précédente. 

Si, dans la congruence (24), on substitue à t sa valeur 
tirée de la formule (12), puis qu’on fasse disparaître, par 
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l'élévation au carrré, le radical introduit, il viendra 


{a SE 0 NOTÉE 
26 > —z=œ— {(mod.p}; 
«0 ab" — ba’ 0 P) 
telle est la condition à laquelle doivent satisfaire les con- 
stantes a, b, a, b', pour que le nombre #7 soit l’ordre de 
la fonction 0 z, dans l'hypothèse où £ est différent de 
zéro. S1 l’on pose 


(27) a=—pr—np, 


on pourra, au moyen des formules (12), (24)et (297), 
exprimer les quantités a, D’, ba’ et le déterminant À en 
fonction des quantités ?, 4, 1; on trouve ainsi 








PART 
A Aliens 
Fil b 
HI 
bete t—g, 
(25) TI — I 
DROIT Ter, 
A it 
= + ° 


Ces formules serviront à construire les fonctions linéaires 
que nous considérons; on pourra faire 4 —1 quand cette 
quantité a’ ne sera pas nulle. Il est aisé de former aussi 
la puissance m°°* de Oz, savoir 


AnT + Dm 4 


! 147 
An? > b,, 


gnz Ên 


on trouve, en faisant usage des formules (14) ou (15) et 
en supprimant un facteur commun, ce qu'il est permis 
de faire, 


b' Rue ae ET # Le b! ' A / 
(29) Am moe Can LE ARS COR nb; 
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en sorte qu'on passe de l'expression de 9z à celle de 9”z 
en remplaçant simplement # par {” sans changer les va- 
leurs de g et de t£. 


470. Supposons que la quantité 


E se 


( Hp 


+. 


24] 


) — (ab — ba’) 


soit résidu quadratique du module p. Alors les quantités 
teti, respectivement définies parles formules(12)et(24), 
sont l’une et l’autre réelles ; par suite, ine peutêtre racine. 
primitive de la congruence (25) que dans le cas où 
l’ordre 7 de la fonction 0z est égal à p—1 ou à un di- 
viseur de p —1. Les fonctions linéaires qui répondent à 
une racine primitive £ de la congruence (25) peuvent être 
formées immédiatement au moyen des formules (28). 
Pour avoir en premier lieu les fonctions entières, on 
fera & —0, b'—1,et l’on aura ces deux solutions : 
Ê—1 Ê —I I 


AG INT et 2 md RL 
2 2. ë 


D=g = 








. » . . . I 
qui donneront les 2 p fonctions entières iz+ D, - z+b 
14 


si l’on attribue à D les valeurs successives 0, 1, 2 


NES 
P—1. Mais nous considérerons seulement les p fonctions 
fournies par la première formule 


(30) | iz+b 
comme appartenant à la racine 1; les pautres seront rela- 


tives à la racine primitive - si 2 est > 2, et, dans le cas 
l4 


particulier de n = 2, elles coïncideront avec celles de la 
formule (30). 


Pour avoir en second lieu les fonctions fractionnaires, 
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on fera a —1 dans les formules (28) et l’on aura 


+1 
9 (Peur ® 
t+g, b Ê — g?, (1 Were 1 


$ 
Il 





 —1 





+1 A iè 
[RER RENAN see 
\ i—I CEE 





le changement de ten —t dans les formules (31) équi- 
A | 
vaut au changement de : en-; donc, lorsqu'on doit em- 
[4 
ployer successivement toutes les racines {, on peut se 
pi 
2 


borner à donner à t toutes les valeurs 





PER 
2 





To 2; 1.79 


Quant à la quantité g, elle peut recevoir les p valeurs 
O0 2 0 DR 


On obtiendra de la sorte, au moyen des formules (31), 


PP fonctions fractionnaires relatives à la racine 2, 
2 


ce qui, avec les p fonctions entières, donnera un total de 


I | SA ; 
- (p+1)p fonctions linéaires. Et cela aura lieu encore 
2 


dans le cas de 7 — 2, bien qu’alors la congruence (25) 
n'ait que la seule racine primitive —1, car, cette racine 
étant égale à son inverse, les formules (31) ne change- 
ront pas par le changement de & en —t. 


Il est facile de voir que les . (p+1)p fonctions qui 


répondent à une racine £ sont distinctes de celles qui se 
rapportent à une deuxième racine primitive, en sorte que, 
si o(n) désigne le nombre des racines primitives de la 
congruence (25), il y aura un nombre de fonctions 
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SI 
Ct 


d'ordre n égal à 


(p+i)pg(r), 


D | tt 


pour lesquelles la quantité £? est résidu quadratique de p. 
En particulier, le nombre des fonctions linéaires d’ordre 
p —1 sera 


I 
= (P+i)pe(p —1), 

p(p —1) désignant ici le nombre des racines primitives 
pour le nombre premier p. 

Quant au nombre total des fonctions linéaires pour 
lesquelles £? est résidu quadratique de p, et dont l’ordre » 
est en conséquence un diviseur de p—1, 1l sera donné 
par la formule 


Non (p+1)p D o(n)s 


2 
l'expression Ÿ qu), qui s'étend à tous les diviseurs 7 


de p —1, 1 excepté, est égale, comme on sait, à p — 2; 
on aura donc 


(32) No = (p+1)p(p—2). 


D | m 


Ces N,_, fonctions linéaires peuvent être partagées 
I | . 
en —(p +1)p groupes contenant chacun p—>2 fonctions, 
2 


qui sont les p— 2 puissances. d’une fonction linéaire 
d'ordre p—1 relative à une racine primitive donnée de p. 

En effet, il est évident que toutes les N,_, fonctions 
que nous considérons seront données par les formules 
(30) et (31), en employant toutes les racines de la con- 


gruence 
iP4—j=0o {mod.p}, 


excepté 1; et ces racines ne sont autre chose que les 
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p— 2 premières puissances d’une racine primitive ë. Or, 
en employant cette racine primitive, les équations (30) 


ÉTAT donnent = (p+1)p fonctions d'ordre p—1; d'ail- 


leurs les formules (29) montrent que les puissances de 
ces fonctions se déduisent des fonctions elles-mêmes, en 
remplaçant la racine primitive à par ses puissances; on 
aura donc toutes les fonctions linéaires que nous consi- 


; I PE : 
dérons en prenant les -(p+1)p qui répondent à la 
2 


racine primitive donnée t, et en formant le groupe des 
p — 2 premières puissances de chacune d'elles. 

Les formules (31) montrent que À et £ sont en même 
temps résidus ou non-résidus quadratiques de p; 1l s’en- 
suit que les fonctions dont nous nous occupons appar- 
tiendront au premier ou au deuxième genre, suivant que 
la racine i à laquelle elles se rapportent sera résidu ou 
non-résidu quadratique de p. Or, pour les fonctions 
d'ordre p—1, i estnon-résidu ; donc ces fonctions et leurs 
puissances impaires appartiennent au deuxième genre, 
tandis que les puissances paires appartiennent-au premier 
genre. On voit aussi que, parmi nos N,_, fonctions, il y 
en à 


gr + p(r—3) 


qui appartiennent au premier genre, et 


{ \ ’ 
1 ROSE 


qui appartiennent au deuxième genre. 


471. Examinons maintenant le cas où la quantité 


ESN-ONEE 
= (LÉ) (ab 6e 
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est non-résidu quadratique du module p. Alors la quan- 
tité £ est imaginaire, et pour que a et D" soient réelles, 1l 
faut, par les formules (28), que la racine 1 soit elle-même 
imaginaire, ou qu’elle soit égale à —1; dans ce dernier 
cas on a nécessairement z — 2. Je dis que généralement 
le nombre 7, qui marque l’ordre de la fonction 07, est 





égal à p+1 ou à un diviseur de p+1. Si l’on a n — 2, 
la proposition est évidente, car 2 divise p+-1; supposons 


donc x > 2. Si l’on pose 


(a+ 8h: 
(33) hp —2(A Hi) 
la congruence (26) devient 
(34) É—2hi+i1=o (mod.p). 


On sait (n°372, théorème IIT) que les racines de la con- 
gruence irréductible (34) peuvent être représentées parz 
et P, et, comme le produit de ces racines est congruàr, 
on a 


(35) iPHiZ= 1 (mod.p); 


i ne peut donc être racine primitive de la congruence (25) 
que s1 » est égal à p + 1 ou à un diviseur de p +1. 
D'après la congruence (34), k désigne la demi-somme 


LL LA . L2 I . 72 
des deux racines conjuguées £ et —; et il en résulte que 
t 


l’on a 


Se me HER 
VI # 
k 1 








Ê— 1 


nous attribuerons au radical qui figure dans le second 
membre de cette formule celle de ses deux valeurs qui 


fait partie de la suite 


PET 
2 2 





I, 2» ...., 
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la seconde valeur du radical sera alors relative à la ra- 
cine = i de :. Cela posé 1 hèse a — 
: = Inverse de 1. Cela posé, comme l'hypothèse a — 0 


rendrait {? résidu quadratique de p, le cas que nous exa- 
minons ne comprend pas de fonctions entières ; on peut 
donc faire a = 1 et les formules (28) donneront alors 
À +7 


= Lg, b— & — 9»? a —1I, 


Ro 


rs Ne 2.1? 
REEU &” TR ES 


Ces formules feront connaître les fonctions linéaires 


(36) 


- 


b 





qui répondent à la racine : en donnant à g les p valeurs 


non- 





3 — I] 
eten prenant successivement pour t* tous les 2 ; 


résidus. On aura ainsi — p(p —1) fonctions linéaires 
2 


d'ordre n relatives à la racine 5, et il faut remarquer que 
l’on obtiendrait en même temps les puissances de ces 
fonctions en remplaçant la racine 1 par ses diverses puis- 
sances. On voit aussi que le nombre de toutes les fonc- 
tions d'ordre n que nous considérons est 


I 
= p(p—i)#(r), 


o(n) désignant, comme précédemment, le nombre des 
racines primitives de la congruence (25 ). Cette conclu- 
sion s'applique au cas de 7 —2; alors on n’a que la 
seule racine primitive = —1 qui donne aussi À = —1. 


Ft k Ï 
Les formules (36) font ainsi connaître = PP ER ou 


I ! , 7 
— p(p — 1) o( 2) fonctions linéaires du deuxième ordre 
2 


SECTION IV, — CHAPITRE IV. 379 


pour lesquelles #? est non-résidu quadratique de p. Si 
l’on suppose 2—= p + 1, on obtient l'expression 


= p(p—i)e(p+t) 


du nombre des fonctions linéaires d’ordre p+1. 

Enfin, si N,,, désigne le nombre total des fonctions 
linéaires pour lesquelles #2? est non-résidu quadratique 
de p, et dont l’ordre est en conséquence un diviseur 
de p +1, on aura 


Non > p(p—1) Ÿ o(n); 


or l’expression Ÿ p(n), qui s'étend à tous les diviseurs 
des p+ 1 autres que 1, est égal à p; donc 


(37) Non = p(p—i). 


Ces N,,., fonctions linéaires peuvent être partagées en 
P+ P partas 

I . c 

=P(p —1) groupes contenant chacun p fonctions, qui 


sont les p premières puissances d’une fonction linéaire 
d'ordre p +1, relative à une racine primitive donnée 
de p. 

En effet, lesN,.,, fonctions dont il s’agitseront données 
par les formules (36) en employant toutes les racines de 
la congruence(35), excepté 1, et ces racines ne sont autre 
chose que les p premières puissances d’une racine pri- 
mitive &. Or, en employant cette racine primitive, les 


formules (36) donneront = p(p—1) fonctions linéaires 


d'ordre p + 1; d’ailleurs les puissances de ces fonctions 
se déduisent des fonctions elles-mêmes en remplaçant la 
racine primitive & par ses puissances ; on aura donc toutes 


NS Lis -hir) RAA ONE PRE TC PRPAURETE, F 
*: : A nf Le be Ç 7 3 r ar Y AT 


A Yr. de 
My. 
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les fonctions linéaires dont nous nous occupons en pre- 
é L : I CARO E 

nant parmi s fonctions les — D) — I ui répondent 

nant parmi ce les — p(p—1) qui rép 


à la racine i, et en formant le groupe des p premières 
puissances de chacune d’elles. 


Les formules (36) montrent que les quantités À et 
FE 





sont toutes deux résidus quadratiques de p, ou 


toutes deux non-résidus; je dis que ces quantités sont 
résidus ou non-résidus, suivant que l’ordre » de la fonc- 
p+i 





tion 0z divise ou ne divise pas + On a en effet, par 


la congruence (34), 


F 








FL: (i+i 

















NE F 
5 7: (mod. p), 
; à p—t 
et, en élevant à la puissance A) 
p —1 
A HAN (Hi) if +)? 
PE MER EAU a 
A, ENCRES (mod. p); 
Pl ER ÿ I 
LES p +1 E: Bis 
Ê 2 (i+i) 111 
mais on a 
pit ASS : 
Ê?=+1r où À ? =—1r (mod.p) 





. . . . . P —+- I { 
suivant que z divise ou ne divise pas ; onauradonc, 


dans les mêmes hypothèses, 


p —1 | ot | 


j Var k re 
(+) +1 ou ( _ =—1 (mod.p) 
2 








| 





SECTION IV. — CHAPITRE IV. 381 
c’est-à-dire 


rss Fox 


— 


A ? —=+1 où A ? —=—1 (mod.p). 


Ilrésulte de là que les fonctions linéaires d'ordre p +1 
appartiennent au deuxième genre, ainsi que leurs puis- 
sances impaires ; au contraire, les puissances paires appar- 
uennent au premier genre. Donc, parmi nos fonctions 
dont le nombre est N,,,, il yen a 


1 
4? (p—1} 
qui appartiennent au premier genre, et 


I 
if AL En) 
qui sont du deuxième genre. 


472. Si l’on ajoute l’unité et les trois nombres N,, 
Np_1, Np41, On doit retrouver le nombre N de toutes les 
fonctions linéaires prises suivant le module p; on vérifie 
effectivement, au moyen des formules (4), (21), (32) et 
(37), que l’on a bien 


N=I+N,+N ii +N,:; 


si l’on désigne en outre par G le nombre des groupes 
distincts qui sont formés par les puissances d’une fonc- 
tion linéaire d’ordre p, p—1 ou p+1, il est aisé de 
s'assurer que l’on a 

G—=p + p + I. 


Il convient de remarquer les fonctions du deuxième 
ordre qui se distribuent dans les deux genres que nous 
avons distingués. Les unes sont les puissances de degré 


er | : 
P 2 des fonctions d'ordre p—1, leur nombre est 
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I . : 
$ p(p +1), et elles appartiennent au premier genre ou 





au deuxième genre suivant que _ est pair ou impair, 


PA 


c’est-à-dire suivant que p a la forme 4g + 1 ou la forme 


, I 
4q + 3. Les autres sont les puissances du degré 2 T 





; I 

des fonctions d’ordre p + 1; leur nombre est - p(p—1), 
D) 

et elles appartiennent au premier ou au deuxième genre 


I ; ; j RIT ; 
est pair ou impair, c’est-à-dire suivant 





suivant que Ë 


que p a la forme 4q +3 ou la forme 4q + 1. On voit que 
le nombre total des fonctions du deuxième ordre est égal 
à p?. Dans ce cas de n = 2, où l’on a i——1, la con- 
gruence (26) se réduit à a + b'= 0 (mod. p); il en ré- 
sulte que l'expression générale des fonctions du deuxième 


ordre est 
as 0 


Oz — —— —; 
(A 7 nn ! 


on arrive au même résultat au moyen de la formule (10), 
puisqu'une fonction du deuxième ordre est égale à son 
inverse. 


473. On voit, par les développements qui précèdent, 
que, pour former les différents groupes qui contiennent 
les puissances d’une même fonction linéaire pour le mo- 
dule premier p, il suflira de connaître une racine pri- 
mitive de chacune des congruences 


Les racines de la première ne sont autres.que les racines 
primitives du nombre premier p, et l’on a vu au n° 372 
comment on peut obtenir les racines primitives de la 
deuxième congruence. Veut-on, par exemple, former les 


pe 
nr 
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forctions linéaires d'ordre p + 1 pour les modules 5, 7, 
11, 1l suffira de trouver une valeur de À pour chacun.de 
ces modules. Or les racines primitives 1 sont données, 
pour ces différents cas, par les congruences 


—0 (mod. 5), 


L2 





—=0 (mod. 7), 





— = -=o (mod. ri}, 
ou 
Ê—i+i=o (mod. 5), 
éHt{i+i=o (mod. 7), 
®HGi+i=o (mod.1t); 
on a donc # — 2 pour le module 5, k = Æ 2 pourle mo- 
dule 7, et À — + 3 pour le module 11. 


Des fonctions analytiques propres à représenter les 
substitutions. 


474. Dans la plupart des cas où l’on a à considérer 
les substitutions de plusieurs quantités données, 1l con- 


vient de représenter ces quantités, comme nous avons 


déjà eu l’occasion de le faire, par une même lettre affectée 
d’un indice variable z susceptible de prendre un nombre 
de valeurs distinctes, égal au nombre 7 des quantités 
données. Alors les substitutions qu'on doit exécuter 
portent sur les indices. 

Attribuons successivement à z les z valeurs dont cet 
indice est susceptible, et supposons qu’une fonction 
donnée f(z) de z prenne en même temps les mêmes va- 
leurs, abstraction faite de l’ordre ; on exécutera sur les 
quantités données une certaine substitution en y rem- 





ñ 6 + exe Ve ltd 
«: # 
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plaçant chaque indice z par f(z). Cette substituuon 
pourra être représentée par 


He) 
ê 9 


ou plus simplement par f(z). 

Toute substitution peut ainsi être représentée analyti- 
quement par le moyen d’une fonction; supposons, par 
exemple, que les valeurs de l'indice z soient les n nom- 


bres 
OPTIONS LUI A EST 


et que ces mêmes nombres soient dans un ordre différent, 
sub, CNE NARNS 
si l’on fait, pour abréger, 
F{z)—2(z—1)(2—2)...(2— 7 + 1), 
et qu’on désigne par F'(z) la dérivée de F(z), la fonc- 
tion entière 


aF{(z) Le bF(z) dre AF(z) 


Fo) pen) Gr :)Ften 





T2) 


prendra les valeurs a, b, c, ..., k, quand on donnera 
à z les valeurs 0, 1, 2, ..., (7 —1); en conséquence, 
elle sera propre à représenter une substitution. 


475. Lorsque le nombre 7 des quantités données est 
égal à un nombre premier p, 1l y a souvent avantage à 
prendre pour indices un système de p nombres entiers 
quelconques incongrus suivant le module p, et à regarder 
deux nombres congrus suivant le module comme pou- 
vant indifféremment représenter le même indice. Alors 
la fonction représentée par F(z) au numéro précédent 
se réduit à 


Hi Tree 


NA tt 


. 


AE en 





2/2 


SECTION IV. — CHAPITRE IV. 385 


et l’on a 


F'(z)=—1 (mod.p). 


En même temps l'expression des fonctions entières f(x), 
propres à représenter les substitutions, devient 


a(zP— z b(zP— 2 K(zP — 7) 
fE)=— pe) — ns Has (mod. p), 
ou, en effectuant les divisions, 
f)=—- af ir) — ba + PE + 2) | 
 —c(a +2 it... HoPp—z),..... , (mod, p). 
Ru eye 
Comme on a 
a+b+c+...+f=o (mod.p) 
on peut écrire, en ordonnant par rapport à z, 
Mine bar to+.. (pr) 24]z | 
—{[b+or-8c+.. + (p—i)#4k]z os 


te nn eubR se re le le ds o1e" se ete" ee €) fs) ete) e 07e © +, 0e 216 


476. Dans un article qui fait partie du tome LVII des 
Comptes rendus de l’Académie des Sciences, M. Her- 
mite a démontré que les polynômes f(z) dont nous 
venons de donner l’expression possèdent une propriété 
qui peut servir à les caractériser. On a effectivement ce 
théorème : 

Tuéonème. — Soient f(z) une fonction entière de z, 
à coefficients entiers et du degré p—, et fn(z) la fonc- 
tion entière obtenue en rabaissant au-dessous de p, à 
l’aide de la congruence :P= : (mod. p), le degré de la 
puissance m°"° du polynôme f(z:). Pour que la fonctior 


S. — Alg. sup., WU, 25 
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f{z) soit propre à représenter une substitution de p ire- 
dices incongrus suivant le module premier p, il faut 
et il suffit que, dans chacune des fonctions 


Jah sh ce, fnac), 


Le coefficient de zP7! soit congru & zéro suivant le mo- 


dule p. 
En effet, soit 
(1) F(z)=Ao0+Aiz+ A2 +...+ A, 272; 


élevons ce polynôme à la mi" puissance, et réduisons 
ensuite par le moyen de la congruence 


= 3 (mod.p); 

on aura un résultat de la forme 
(2) La)" fu (3) = AU + AUn) z Aer pr AT zP—1 (mod. p). 
Posons en outre 
(3) Co)" ++. eV 
si l’on donne à z, dans la formule (2), les valcurs 

0,815 208 RER RE TN 
et qu'on ajoute les résultats, il viendra 
(4) ee To (mod, p); 


car zP7! est congru à zéro ou à 1, suivant que z est nul 
ou différent de zéro, et la somme 1#+ 2 +... (pp —1) 
est congrue à zéro si p est inférieur à p—1. 

Cela posé, supposons que f (z) soit propre à repré- 
senter une substitution. Alors la formule (3) se réduit à 


OL 1 a fn = 1) = SENS 


et par suite S,, est congrue à zéro suivant le module p, 
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pour toutes les valeurs de m inférieures à p—1;ona 


donc, par la formule (4), 


(5) AP=—:0: (mod, n} 


En second lieu, supposons la fonction f (z) telle, que la 


congruence (5) ait lieu pour les valeurs 2, 3, ..., (p—2) 
de m#. On aura par la formule (4) 


Sn=—=0 (mod.p), 


pour les mêmes valeurs de m; cette congruence subsistera 
aussi pour m= 1, d'après la formule (1), et pour m=p, 
puisque z?= z quel que soit z. On voit alors, en se re- 
portant aux formules de Newton, que la congruence 


[Z—f(o)][Z—f(i)]...[Z—/f(p —1)]=o (mod.p) 


a la forme 
Z'—u2=0 (mod.p), 


ou même la forme 
Z?—2=0 (mod.p); 


effectivement, toute valeur de & autre que 1 ou zéro ne 
laisserait subsister qu’une seule racine réelle Z qui 
serait égale à zéro; la valeur & — o donnerait p racines 
nulles, ce qui est inadmissible, car la congruence 


flz)=0 (mod.p»), 


étant du degré p— 2, ne peut avoir plus de p— 2 racines. 
Il résulte de là que, si l’on donne à z les valeurs 


O, 1; 2, 93 (p—1), 


la fonction f(z) prend successivement les mêmes va- 
leurs, abstraction faite de l’ordre; elle est donc propre 
à représenter une substitution. 
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477. Si la fonction entière f(z) représente une sub- 
stitution de p indices incongrus suivant le module pre- 
mier p, il est évident que la fonction 


6z—aflz2+6)+7y 


représentera aussi une substitution. Or on peut disposer 
de l’indéterminée x, de manière à réduire à l’umité le 
coefficient de la plus haute puissance de z; l’indéter- 
minée 6 permet ensuite de faire disparaître la puissance 
de z immédiatement inférieure; enfin on peut disposer 
de y de manière à faire évanouir le terme indépendant 
de 3. La fonction 82 aura alors la forme 


5 _— 
02=a2+ 042 +... + A3 SR 2, 


y étant égal ou inférieur à p» — 2. 

M. Hermite a donné aux substitutions de la forme 0z 
le nom de substitutions réduites ; il est clair que ces sub- 
stitutions en fourniront d’autres plus générales, f(z), 
au moyen de la formule 


f(z) = «î(z+6) + y, 


où «, 6, y désignent des indéterminées. Il faut remar- 
quer que les substitutions réduites ne déplacent pas l’in- 
dice zéro. 

Le théorème du n° 476 prend une forme plus simple 
quand on l’applique aux fonctions réduites. Effective- 
ment, si l’on élève la fonction Oz à la puissance de de- 
gré m, et qu'on réduise au moyen de la congruence 
zP= z (mod. p), on n'introduira aucun terme indépen- 
dant de z; si donc on remplace ensuite 377! par 1, le 
coefficient de z?-! deviendra le terme indépendant de z. 
On peut alors énoncer comme il suit le théorème établi 
plus haut : 


Pour que la fonction réduite 0z puisse représenter 
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une substitution, il faut et il suffit qu'en élevant 0z 
aux puissances 2, 3, ..., (p— 2), et en réduisant les 
résultats par la congruence zP-"=1 (mod. p), les termes 
indépendants de z soient congrus à zéro. 


Les fonctions réduites 0z sont encore susceptibles 
d’une réduction ultérieure, car, si l’on pose 


O(z) —a0(axz), 


on pourra disposer de l'indéterminée & de manière à ré- 
duire à l'unité le coefficient de la plus haute puissance 
de z, dans O{z), et il restera une indéterminée a dont 
on pourra disposer à volonté. Ces considérations trou- 
veront plus loin leur application. 


478. Lorsque le nombre n des quantités données est 
égal à une puissance p’ d’un nombre premier, on peut 
choisir pour indices, avec Galois, les p' valeurs que peut 
prendre l'expression 


a+ + air ..+—a.sit t, 


dans laquelle i désigne une racine d’une congruence 


irréductible 
F(x) =D (mod, P) 


du degré v. Si la fonction irréductible F(x) appartient 
à l’exposant p’—1, 1 sera une racine primitive pour la 
congruence 

xPl—1z=o (mod.y») 


et les indices autres que zéro seront représentés par les 


puissances 


ET Je 
FDL ST EN LPC 


Enfin, lorsque le nombre 7 est un nombre composé, 


2 OUT ee 
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P» 9», ... étant des nombres premiers, et y, p, À, ... 
des exposants quelconques, il peut être avantageux de 
représenter les quantités données par une même lettre 
affectée de plusieurs indices x, 6, y, ...,en nombre égal 
à celui des nombres premiers p, g,r,...,et de prendre 
pour valeurs des indices les fonctions entières composées 
respectivement avec une racine des congruences 


F,(x)=o (mod.p}, 
F,(æ)=o (mod.3g} 
F;(x)=o (mod.r), 


CCC ES CEE VE EE OX ON 2e D CNE De 


Fix), F:(x), Fs(x), ... désignant des fonctions en- 
uères des degrés v, p, À, ..., irréductibles relativement 
à leurs modules respectifs p, q, r, .... 


Des substitutions rationnelles et linéaires. 


#79. Les fonctions entières et linéaires az + b, prises 
suivant le module premier p, donnent des substitutions 
des p indices 

OT DE OR EUTE 


Le nombre total de ces substitutions est p(p—1), et il 
est évident qu’elles forment un système conjugué. 
Les fonctions rationnelles de la forme 


az + b 
(x) 0z = ES SRI 
a'z+ 0 
prises suivant le module premier p, peuvent être em- 
ployées pour représenter des substitutions de p +1 in- 
dices; les valeurs qu'il faut attribuer à ces indices sont 
alors 
O, 1 PAS 2 ..., (p — 1), do ; 
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et l’on doit toujours regarder deux nombres congrus sui- 
vant le module p comme pouvant représenter le même 
indice. La substitution de l'infini à z se fait d’après les 
règles de l’Algèbre ordinaire, et lorsque, pour une valeur 
particulière de z, le-dénominateur 9z est congru à zéro, 
la fonction prend la valeur de & . C’est là une conven- 
tion qu'on est libre de faire, attendu qu’elle n’est en 
contradiction avec aucun des principes fondamentaux 
de la théorie des congruences. | 
En résolvant la formule (1) par rapport à z, il vient 


b—15"0z 


Pi PARENT 1 


cette formule montre qu'il n'existe qu'une seule valeur 
de z propre à faire acquérir à 8z une valeur donnée, ce 
qui est nécessaire pour que 0z puisse représenter une 
substitution. 

La congruence 








(2) 0:=2 (mod.p} 


peut se mettre sous la forme 
(3) ad'—{a—b')z—b=0o (mod.p), 
ou 
[2a'z—{(a—b'}P=(a+ D}? /A{ab— ba’) (mod, p}). 
Elle n’aura aucune racine réelle si la quantité 
(4) (a+ 8} 4(ub— ba’) 


est non-résidu quadratique relativement à p; alors, la 
congruence (2) ne pouvant subsister pour aucune valeur 
de z, la substitution 8z déplace tous les indices. Si la 
quantité (4) est congrue à zéro, la congruence (2) ou (3) 
a deux racines réelles et égales; par conséquent, la sub- 


L 
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stitution 8z déplace p indices. Enfin, si l'expression (4) 
est résidu quadratique de p, la congruence (2) a deux 
racines réelles et inégales; en conséquence, la substitu- 
tion 0z ne déplace que p— 1 indices. 


480. Désignons par » l’ordre de la fonction linéaire 


0z, et considérons la suite 
La _ 2 \—1 æ 
ee] Ü z, 0? C2) s j#s19 (LL te 


Si la congruence 8z=— = (mod. p) a une racine réelle 
Zo, les termes de la suite précédente se réduiront tous 
à Z9 pour 3— 30; mais, pour toute autre valeur z, de z, 
aucun de ces termes ne se réduira à z,. Laissant de côté 
ces valeurs z, s’il en existe, je dis que les termes de la 
suite précédente auront toujours des valeurs distinctes; 
car si l’on avait, par exemple, 


GERS, =— Oz, (mod, Ph 


en posant 
il en résulterait 
02=—=2; (mod.p}; 


ce qui est impossible, car, v étant inférieur à », on ne 
peut avoir identiquement 

z=z (mod.p); 
d’ailleurs, par les formules du n° 467, la précédente 
congruence n’est autre chose que 


9z2=—=z (mod. p), 


et, en conséquence, elle n’admet pas la racine 2. 

On peut conclure de là que la fonction linéaire @z re- 
présente une substitution d'ordre », et, d’après la classi- 
fication que nous avons établie, on voit que le système 
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des substitutions linéaires ne comprend que des substi- 
tutions circulaires, dont l’ordre est l’un des nombres 
P +1, p, p—1 avec les puissances des mêmes substi- 
tulions. 

Le nombre total des substitutions linéaires est 
(p+1)p(p—1), et parmi ces substitutions il y en a 


+ I D —I , e CEA = 
er) dont le déterminant est résidu quadra- 


tique du module. De là résulte la proposition suivante : 


Taéorimes. — L'ensemble de toutes les substitutions 
lincaires, relatives à un module premier p, constitue 
un système conjugué trois fois transitif d'ordre 
(p+1)p(p—:1). En outre, les substitutions linéaires 
dont le déterminant est résidu quadratique forment 
un système conjugué deux fois transiif d'ordre 


= (p+1)p(p—0. 


Effectivement, le premier de ces systèmes renferme des 
substitutions circulaires d'ordre p +1, d'ordre p et 
d'ordre p— 1. Quant au second système, il renferme des 
substitutions circulaires d'ordre p avec des substitutions 


PS 
2 





régulières d'ordre el parmi ces dernières on en 


peut toujours trouver une qui remplace un indice donné 
ZQ par un autre indice donné z;. 

Dans le cas de p — 5, on retrouve immédiatement le 
système triplement transitif de substitutions de six lettres 
dont nous nous sommes occupé au n° 452. 


De quelques propriétés des subslitutions lineair'es. 


481. Tuéorime I. — Si Ez désigne généralement 
les p(p — 1) substitutions linéaires et entières, relati- 
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vement au module p, et que 2 soit une fonction 
linéaire quelconque donnée, les substitutions de la 
forme otEoz formeront un système conjugué d'or- 
dre p(p—1) qui ne déplaceront pas l'indice z pour 
lequel la fonction ®z est infinie. 


En effet, en premier lieu, les substitutions 97! Ewz 
forment un système conjugué semblable à celui des sub- 
stitutions Ez (n° 427). En second lieu, soit z, l'indice 
que les substitutions 9‘ Eoz laissent immobile ; on aura 


plEpz=2z (mod.p}), 
d’où 

Eyz=#92z (mod.p). 
Il résulte de là que les substitutions Ez ne déplacent 
pas l'indice 9z,; on a donc 


® Zo — D . 


Corozarre I. — {existe p +1 systèmes conjugués 
d'ordre p(p — 1) dont chacun est composé de substitu- 
tions linéaires qui toutes laissent immobile un méme 
indice. 


CorozLaIRE Il. — Chaque système d'ordre p(p —1) 
s'obtient en multipliant l'un par l'autre les systèmes 
formes respectivement par les puissances de deux substi- 
tutions linéaires qui ne déplacent pas un méme indice 35, 
et qui sont l’une d'ordre p, l'autre de l’ordre p—1. 


Car soient 


2.1.0 7,082 SERGE 7 CPAS 


p—2 


74 
cs 


2 
2, 92,.p°2;0 un 


les systèmes formés par les puissances des substitutions 
8zetoz des ordres respectifs pet p— 1, qui ne déplacent 
pas un indice z,. Le nombre des produits g“6”z étant 











= 
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p(p—1), il suffit de montrer que ces produits sont dis- 
üuncts. Or, si l’on avait | 


g#0"z — #0" 3, 


on en conclurait 


/ , 
pb ges UT NS, 


ce qui exige que l’on ait # = y, v'— y, puisque la sub- 
stitution oz d'ordre p—1 laisse deux indices immo- 
biles, tandis que 0z déplace p indices. Notre proposition 
est donc établie. 


Corozzatre III. — Ze système des (p +1) p(p —1) 
substitutions linéaires s'obtient en multipliant l’un des 
systèmes d'ordre p(p— 1), dont les substitutions laissent 
un indice immobile, par le système des puissances d'une 
substitution linéaire d'ordre p +1. 


Soient 
y P1Z, PaZ, 9 Pp(p—1)—1 7 
el 
ANUS HET QU 2 


les deux systèmes dont il s’agit. Les produits ®,0”z étant 
au nombre de (p+1)p(p—1), il suffit d'établir qu'ils 
sont distincts. Or, si x’ et y’ ne sont pas égaux respecti- 
vement à 4 et y, on ne peut pas avoir 


y} 
PUR Ts 


car il en résulterait 


D 
Pa Put Z Ne TEE 


ce qui est impossible, puisque la substitution 9 déplace 
un indice que les substitutions p laissent immobile. 


482. Taéorème Il. — Soient 02 une substitution li- 
néaire d'ordre p qui ne déplace pas l'indice 36, et wz 
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Le 


une substitution linéaire quelconque. Pour que l'on 


puisse avoir 
p—10p z — Oz, 


il faut et il suffit que la substitution ® z ne déplace pas 
l'indice z,. 
En effet, la congruence 


0z%=z (mod.p) 
entraine 
Oz, —=z (mod. p. 
Si donc on a 
00 z — oz, 
il viendra, pour z — z,, 


0pz, —=9?2z0 (mod. p}), 


et, puisque la substitution 8z déplace tous les indices à 
l'exception de z,5, on a 


?Z0—=2Z0 (mod.p), 


ce qui exprime que la substitution oz laisse zç$ immobile. 

Réciproquement, si 9z ne déplace pas z9, il en sera de 
même de la substitution 97! 6oz; celle-ci est d’ailleurs 
du même ordre que 8z. Donc les deux congruences 


0z2=7, y'Ü9z=—=7z (mod.p 


ont l’une et l’autre la même racine unique z,; il en 
résulte, d’après le mode de formation des fonctions li- 
néaires, que les fonctions 971 0z et 0z font partie d’un 
même groupe de puissances, et l’on a 


pt Ûoz uen / LA 


Il faut remarquer que l'ordre 7 de oz est égal à p ou à 
un diviseur de p — 1. Mais, si le premier cas a lieu, wz 
n’est autre chose qu'une puissance de 0z. 


© SECTION IV. — CHAPITRE 1V. 397 


CorozLarrEe I. — Une substitution lineaire d'ordre P 
n'est échangeable avec aucune autre substitution li- 
néaire, si ce n'est avec ses puissances. 


En effet, si la substitution 0z est d'ordre p et que wz 
ne soit pas une puissance de Oz, l'égalité 


(a) . Opz—90z ou 971002 — 0z 


exige, comme nous venons de le dire, que l’ordre de @z 
soit un diviseur de p— 1. Alors la congruence 


(2) pz==Z (mod.p) 


a une racine z, distincte de z,, et l'égalité (1) donne, 
POUR = Zi; 





0z=%0z (mod.p}), 


d’où il suit que la congruence (2) a la racine 9z,. Or les 
racines de cette congruence sont z, et z, — 0z,; doncil 
faudrait que l’on eût 


0z2=7 ou 02, =02, 


et, par suite, z, — Z9, Ce qui n’a pas lieu. 


CorozLaire II. — Soient 0z une substitution linéaire 
d'ordre p et 9z une substitution linéaire dont l’ordre n 
est un diviseur de p — 1. Si les substitutions 0z et oz 
laissent immobile un méme indice zs, on obtiendra un 
système de substitutions conjuguées d'ordre np en mul- 
tipliant le système des puissances de 0 z par celui des 
puissances de 9z. En outre, ce système d'ordre np ren- 
fermera toutes les substitutions linéaires d'ordre n qui 
ne déplacent pas l'indice 20. 


Il est évident qu’on obtiendra un système conjugué 
d'ordre zp en multipliant l’un par l’autre les deux sys- 
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tèmes 
2,402: 022 MRC ROPT 7, 


2,92, 40 MERS ip TS. 
En outre, ce système d’ordre np renferme toutes les 
substitutions d'ordre n de la forme 9-60ëz, et, comme t 
peut avoir l’une quelconque des valeurs 

ME EE Bien PT 


on trouvera p systèmes formés chacun par les puissances 
d'une substitution d'ordre 7 qui ne déplace pas l’in- 
dice z,. Or il n'existe pas un plus grand nombre de tels 
systèmes : 1l suffit donc d'établir que ceux dont nous ve- 
nons de parler sont distincts. Je dis que l'égalité 


Q—toûtz — DE" Qi+i 

est impossible, car, si elle avait lieu, il en résulterait 

0j 0 z = oXz; 
mais on a @!09z=—6"z, et, par conséquent, 

prlOHoz—0Mz, Oloz— pôiz : 
on aurait donc 
PORN a gi PE; 

ce qui exige k—1,p—1. Mais, si l’on avaitu—1, les 


substitutions 0z et pz seraient échangeables, ce qui n’a 
pas lieu. 


483. THéorkme III. — Soient 0z une substitution 
linéaire d'ordre p +1, et @z une substitution linéaire 
distincte des puissances de 03. Pour que l'on puisse 
avoir 
(1) pl 00z — Oz, 


il faut et il suffit que®z soit une substitution du deuxième 








SECTION IV. — CHAPITRE IV. 399 


ordre et que les racines réelles ou imaginaires zç, z1 
de la congruence 


06z2=z (mod.p) 
soient telles, que l'on ait 
PZ—= 4, 942% (mod.p}, 


Dans le cas où l’ordre de 0z est p —1, les racines z9, z, 
sont réelles et la dernière condition exprime que la sub- 
stitution @z transpose les deux indices que 0z laisse 
immobiles. 


Si l'égalité (1) a lieu, le système des puissances de 
ot 0wz, savoir 


(2) 2, pt 0pz, pr 0793, ee, 
coïncide avec le système 
(3) 2 DUT cer 


des puissances de 0z. Chacun des systèmes (2) et (3) 
renferme une substitution du deuxième ordre, et alors 
ces deux substitutions doivent être égales; on a ainsi 


p+1 pæÆi pE! P 


(4) pt ? pz—0 ATOUT GE-2 pz—=%0 


H 


l 





: 


De 


| 


Réciproquement, si cette égalité (4) a lieu, les systèmes 
(2) et (3) élant du même ordre p + 1 et ayant une sub- 


stitution commune, ils coïncident nécessairement. 
HE 


Si l’on remplace z par 4 ? wz, l'égalité (4) devient 








H 


p=Æi 
ÿ ? oz et #z ont donc le même carré, et il en résulte 
que ces fonctions sont du deuxième ordre. En effet, si le 


contraire avait lieu, les deux substitutions dont il s’agit 


| 
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appartiendraient l’une et l’autre au groupe des puissances 
d'une même substitution linéaire dz; on aurait 


pi 


2 — = 
03-9207 p7—\e, 





d’où 

pE1 

0207 == "T2; 
et par suite les fonctions pet6 feraient partie du même 
groupe de puissances, ce qui est contre l'hypothèse. 
Ainsi l’on a 
pPÆEi PE 

nn 


(5) Dh 2 0 20 2  pZ 123; 


et réciproquement ces égalités entraînent la formule (4). 
Cela posé, soient z, et z, les racines réelles ou ima- 
ginaires des congruences 


pÆi 
0z2==2, 9 * z=2 (mod.p}), 


l'égalité (4) donnera 


ou 
pi pÆ1 


03 pz,—=9pz, 0 ? pz = 02, (mod. p), 





d’où il suit quewz, etz, ne sont autre chose que z, et z,. 
Mais si l’on à 9z9= 20, 91 = 71, les fonctions oz et 
p+i 


9 ? z, qui sont du deuxième ordre, coïncideront : donc 
on a 


(6) PZo=—=Z3, PAZ (mod.p). 
Réciproquement, si ces congruences (6) ont lieu, les 
congruences du deuxième degré 


pÆi1 p+Ei 


p=0 3 pz==7, 0 % z=z (mod.p} 


7. 
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auront les mêmes racines, et, comme leurs premiers 
membres sont des fonctions du deuxième ordre, ces 
premiers membres seront égaux entre eux. 


CorozLaire 1. — Z{ existe p 1 substitutions du 
deuxieme ordre vz telles, que l’on ait 


p—10pz — Oz, 


savoir : p +1 si 0z est de l’ordre p +1, et p—1 si 0z 
est de l’ordre p —1. 


En effet, z, et z, désignant comme précédemment les 
racines de la congruence 0z=z (mod.p), si l’on a 


Pzo 2% PA—=2%0 (mod.p), 
la fonction linéaire du deuxième ordre @z sera 


a(3— 29 — %) + a 22. 
) 





Z = 
Ÿ az —"'a 


; RER RE ce ape” 
cette expression renferme une indéterminée — à laquelle 
| a 
on peut attribuer les p + 1 valeurs 
DA 2; Jen (Mi T1 00 3 
toutefois, quand z, et z, sont réelles, 1l faut rejeter les 
a a , 
deux valeurs — — z9, — — 7, pour lesquelles l’expres- 
«a « 


sion de ®z se réduit à une constante. Donc le nombre des 
substitutions oz est toujours égal à l’ordre de 8z. 


CorozLaire Il. — St 0z est une substitution d'ordre 
pæiet que Gz soit l’une des p +1 substitutions du 
deuxième ordre telles, que 


pT10pz — 6Kz, 


on obtiendraun système de 2{p #1) subslitutions conju- 
S. _— Alg. SUP, IL, 26 


… LE LL. L PR - =. : ee, 4 
« < NA 9 M PTS 2 Pré SRE 
À x A > 2 EU ‘# PL Th 
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guées, en joignant aux puissances de 0z leurs produits 
par @z. En outre, ces p+1 produits seront précisément 
les p+1 substitutions du deuxième ordre qui satisfont 
à la précédente égalité. 

D'abord :1l est évident qu’on obtiendra un système 
conjugué, en multipliant l’un par l’autre, à droite ou à 
gauche, les deux systèmes 


pi) 
z, Oz, 022, Al z, 


Z, DZ. 
Ensuite, si l’on considère un des produits obtenus, 


(1) Yz = bioz, 
comme l'égalité 
p100z — 0%z 


entraîne 
pT! bioz = QhËz, 


on aura aussi 
(2) ÿz — oÜktz, 
Les formules (1) et (2) donnent 
ÿ2z — 0'pp0Wiz — O(#+1)7; 
cela exige que l’on ait 
Via 7, 


car autrement les fonctions à et o appartiendraient au 
groupe des puissances de 0, ce qui est contre l'hypothèse. 
Les produits {oz sont donc tous du deuxième ordre. 
L'égalité (1) donne 
Oz oz, 


et il en résulte que toute substitution linéaire 0z est le 
produit de deux substitutions du deuxième ordre. 


+ 
nn : 
ar. 
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Remaroue.—On obtient un système contusué d'ordre 
Q » Jus 

on Si, en posant pLi—mn, on multiplie l’un par 
l’autre les deux systèmes 


m 27 n—1})n1 
DUPONT, ee, OUEN 
Z, p2. 


CorozLaire III. — Pour que deux substitutions li- 
néaires qui ne sont pas des puissances d'une méme sub- 
stitution soient échangeables, il faut et il suffit qu'elles 
soient toutes deux du deuxième ordre, et que les indices 
(réels ou imaginaires) que l’une des substitutions laisse 
immobiles soient transposés par l’autre substitution. 


En effet, soient o et d deux substitutions linéaires qui 
ne sont pas des puissances d’une même substitution. Si 
ces substitutions sont échangeables, aucune d’elles ne 
sera d’ordre p (n° 482); bz sera donc une puissance 
d’une substitution 0 z d'ordre p + 1. L'égalité 


doz—ypz où g'Ÿpz = Yz 


ne peut avoir lieu que si le groupe des puissances de 
9-10pz coïncide avec celui des puissances de 0z; cela 
exige que wz soit du deuxième ordre. Le même raisonne- 
ment prouve que dz est aussi du deuxième ordre; alors, 
d’après le théorème qui précède, si z, et z, désignent les 
racines de la congruence 9z= z (mod. p), les conditions 
pour que wz et Ÿz soient échangeables sont 


Vz—=Z4, Ÿz—=Z, (mod.p): 


il est évident que l’une de ces conditions entraine l’autre. 


484. Tméorime IV. — Soient 0z une substitution 
linéaire d'ordre p+1, pour le module p, et w z une sub- 
stitution linéaire quelconque. On pourra satisfaire à 


s-- 
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l'égalité 

OM 50"z — Ez, 
ou Ez désigne une substitution linéaire et entière, en 
attribuant à l’un quelconque des nombres m et n l’une 
quelconque des valeurs 0, 1, 2,3, ..., p; la valeur de 
l’autre nombre sera alors déterminee. 

En effet, la substitution 8z étant d'ordre p +1, les 
puissances 
2 NO. V0 2 0e: A0 
prendront dans un certain ordre les valeurs 

OT} DDR SUP ON ES 


quelle que soit la valeur que l’on attribue à z. Cela étant, 
posons 
OPODES TN GENE TN LOTEERE CE 

S1 le nombre 7 est donné, la première de ces formules 
détermine z,, la deuxième donne ensuite z,, et alors le 
nombre m est déterminé par la troisième formule. Si au 
contraire le nombre 77 est donné, la troisième formule 
détermine z,, après quoi la deuxième donne z,=5"2, 
et le nombre 7 est ensuite déterminé par la première 
formule. D’après cela on a 


gm m0! e — ce : 
c’est-à-dire que la fonction linéaire 0”x 07 z devient in- 
finie pour z —  , et par conséquent elle est entière. 


CorozLarre. —$1 le déterminant de la substitution w z 
est résidu quadratique du module p, que r désigne une 
racine primitive pour ce module et que les entiers m, n 
soient tels, que la substitution 


GP+1—m oÛ z 
soit entière; si l’on pose en outre 


Jaz — 9263, Jau+i7 — Q2u+i (rz), 
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Za substitution 


AE Dfn2 


sera entière et son déterminant sera residu quadratique 


de p. 


En effet, suivant que m et n sont pairs ou impairs, la 
subsutution dont il s’agit a l’une des formes 


I I 
0m 0" Z, ÿ—m 0" T2, _ M 0% z : — 0 50 rz: 
7: r 


elle est donc entière. D'ailleurs son déterminant est 
résidu quadratique de p, car elle est le produit de trois 
substitutions f,'z, wz, f,z, dont les déterminants sont 
résidus quadratiques. 


ExEmPLE. — Supposons p — 7, r —3, et prenons 








z + 6 a m2 
0e SANTE 5) 
z +4 z + 0 
on aura 
3 Fos, Po0tz— 4z + 4, 
DD 397, 3 00053: 22 + 6, 
5 Daltz 4 + 4, OtH05z— 2 + 5, 


66503 3z— 922 + 6, 5 


B5013z —4z + 4. 


Sur les substitutions de cinq et de sept lettres. 
485. Lorsque le nombre premier p est égal à 3, les 
substitutions des p — 1 indices z 
23... (pr- 1) 


sont toutes linéaires et entières. 
M. Bettui a donné pour le cas de cinq lettres l’expres- 
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sion analytique des substitutions, et M. Hermite a résolu 
ensuite le même problème à l'égard des substitutions de 
sept lettres. Nous allons exposer ici ces importants ré- 
sultats. | 


DEs sUBSTITUTIONS DE ciNQ LETTRES — Considérons 
d’abord le cas de cinq indices; d’après ce qui a été dit 
au n° 477, les formes réduites des substitutions sont 


8z=z, 2, z°+ az (mod.b). 
La deuxième forme doit être exclue, car on en ture 
[82P=23 =1 ({mod.5); 
la troisième donne 
[82P=3+0azt + at ={1+a)z+2a (mod.5) 


et pour faire disparaître le terme indépendant il faut 
poser a —0o. Toutes les autres conditions se trouvant 
d’ailleurs remplies (n° 477) par l'expression 0z = z*, 1l 
en résulte que la totalité des substitutions pour un sys- 
tème de cinq indices sont comprises dans les deux formes 


uz+6, a(z+6) + 7, 
où l’on n’excepte que la valeur de « = o. 


486. DEs SUBSTITUTIONS DE SEPT LETTRES. — Dans le 
cas de sept indices, les formes réduites ne peuvent être 
que les suivantes : 

02=z, 2?, 2+ az, 

4 2 5 3 ° (mod. 7)» 
zt+az +bz, 2+a + br + cz 
parmi lesquelles on doit rejeter d’abord la deuxième et 
la troisième, parce que le terme indépendant de z subsiste 
nécessairement dans le cube de l’une et dans le carré de 

l’autre. 
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Soit 
02= 2° + az? + bz (mod. 7); 


on voit immédiatement que le terme indépendant dans 
[8z/? est a; on a donc a=0 (mod. 3). On trouve ensuite 
(24 + bz}— 71° + 3b29 + 3226 + D3z3 
(mod. 7), 
—(#2+ 36)2+ (36 +1) 
ce qui exige que l’on fasse 
30?+1=0, b=+3 (mod.7) 
On a ainsi les deux formes 
0z2—z + 3z, 92—3t— 332: 
mais la seconde se ramène à la première par la transfor- 
mation indiquée au n° 477, car, si l’on fait 
@z— a? 0 (az) —= a?(aïzt + 3az) — 2 + 3aÿz, 
cette formule se réduit à 


Oz = z* — 32, 
si l’on suppose 
&=—1 (mod. 7), 
c’est-à-dire si l’on prend a non-résidu quadratique de 7. 
Cela étant, on a la série des puissances qui suit : 
O2: 2" 32 

[9:l = 625 + 37°? 

[0z = 2° (mod. 7e 

[oz = 32 +2 

[02 = 32° + Gz? 
en sorte que-toutes les autres conditions se trouvent 


remplies d’elles-mêmes. 
Soit en dernier lieu 





6z2=2"+az+ bz+cz (mod.7); 
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on aura, en égalant à zéro le terme indépendant de z dans 
le carré, dans le cube et dans la quatrième puissance 


de 0z, 


= 


2C + a’ = 0, 
b(3 + 6ac + ?)\=0o, (mod. 7). 
ARE NO AEE 2(2a + c)(1+2ac+b?)=0 


La deuxième condition est satisfaite en posant 
b=0o (mod, 7), 
ce qui réduit la troisième à 


(2a + c?)(1+2ac)=o (mod. 7); 


remplaçant c par la valeur — : a?= 3a? (mod. 7), tirée 
de la première congruence, on obtient l'identité 
2{(a+at)(1—a)=æ2{(a—a)=o (mod. 7). 
On a ainsi cette expression 
0z2—=25+ az + 3az (mod. 7), 


où a reste indéterminé, mais que l’on peut ramener au 
cas de a= 0 et à ceux de a=1,a=3, au moyen de la 
relation 


ab(az) = 25 — autzi + 3u?«?z (mod. 7). 


On vérifie facilement que la cinquième puissance de 
notre expression de 0z ne renferme pas de terme indé- 
pendant, en sorte que la dernière condition exigée se 
trouve satisfaite d'elle-même. | 

Supposons maintenant que b ne soit pas nul suivant 
le module 9. La première des conditions écrites plus 
haut nous donne 

c=3a (mod. 7) 





SECTION IV. — CHAPITRE 1V. 409 


et, en substituant cette valeur, les deux autres se rédui- 


sent à 
4344 b°—0 | 
(mod. 7); 


a + a*=0 À 
il suit de là qu'on a ces deux solutions 


a = 0, b= + 2 
et (mod. 7). 
——1, b—=—ETIr 


On conclut de là ces nouvelles formes réduites 


0z= 3° 92 7? 


(mod. 7), 





0z= 2 + a LE z? + 3a°z 


a étant 1c1 un non-résidu quadratique de 7; enfin, par la 
transformation déjà employée plus haut, on ramènera 
ces deux formes aux suivantes : 


0z=3 oz 


DR re gs te ze (mod. 7). 





En résumé, toutes les substitutions des indices 
DR TOO, 


au nombre de 


12:94:00: 7-—0040, 
peuvent être représentées par 
uz + 6, «ô(z + 6) + y, 


la fonction 0z prenant successivement ces formes : 


71092 
phmnze 
z°+ a + 3a?z (a quelconque), 


25+ az Lz?+ 3a?z {a non résidu de 7). 
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487. M. Hermite a publié d’abord les résultats qui 
précèdent dans les Ænnales de M. Tortolini, et il les a 
complétés ensuite par des remarques que nous croyons 
utile de reproduire. 

Considérons les deux formesréduites z!+3 z, 2549 z?, 
qui font partie de celles que nous avons obtenues, et 
distinguons les valeurs de z en deux groupes, contenant 
l’un les résidus quadratiques, l’autre les non-résidus, 
relativement au module 7. On trouvera 


z*+3z—=92z (zrésidu quadratique de 7), 
—=4z (znon-résidu de 7), 


et 
25+92z=3z2? (zrésidu quadratique de 7), 


z?  (znou-résidu de 7). 


Il 


Considérons en deuxième lieu la forme réduite 
z5+ 2% + 3z, et disuinguons les indices en résidus cu- 
biques et en non-résidus relativement à 7; on aura 


—+ 23 


25+z+3z——2z (zrésidu cubique de 7), 
{ 
\ 


z non-résidu cubique de ñ). 


Considérons enfin les deux substitutions z5 + 3 z? —z 
et z5+3z +227, On pourra encore ramener ces 
substitutions à la forme monôme, mais d’une manière 
toute différente. On a, en effet, 


+ 3% — z — 37 (-<1), 


—— 37 > 2), 
2 
d’où l’on conclut, en: faisant € = 1, 
+ 32 He — z—(3+:)7 (<1), 
= E. (> 2). 
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Ces résultats, dit M. Hermite, autorisent jusqu’à un 
certain point à supposer que, dans l’étude des formes 
analytiques des substitutions pour un nombre premier p 
de lettres, les expressions nommées réduites se ramènent 
elles-mêmes à d’autres beaucoup plus simples, en con- 
sidérant les valeurs de l’indice comme résidus ou non- 
résidus de puissances dont l’exposant diviserait p —1, 
ou bien encore comme divisées en deux séries formées 
l’une de nombres inférieurs a © et l’autre de nombres 


supérieurs. 


488. Par exemple, le nombre premier p étant quel- 
conque, si l’on a une substitution réduite de la forme 


pes ie 
al 2 + TRE pie 


il est clair que l’on peut écrire d’une manière plus simple 
ÿz2—2az" -(siz-est résidu de p |, 
0z2—2bz" (si z est non-résidu dep). 


C’est à cette catégorie de substitutions qu’appartient, 
dans le cas de p = 7, la substitution réduite 


0z2—— 25— 22}, 
qui est telle, que l’on a 


6[0z|=2 
el 








a*b a 


HLas(s) +6) = aabto(s+ )+ (45 + 28?) 


pourvu que a soit un résidu quadratique de DE 
Il résulte de là que, a étant résidu de 7, les substitu- 
tions représentées par les expressions 


az+b, ab(z+b)+c 


és de 
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s 


+ > en à 
forment un système conjugué. La première expression 


donne 3 >< 3 ou 21 substitutions, la seconde en donne 
3% 7? ou 147. Donc il existe un système de 168 substi- 


tutions conjuguées de sept lettres ; l'indice de ce système Art 


est égal à 80. Cet important résultat a été constaté pour. 
la première fois par M. Kronecker. 
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CHAPITRE V. 


APPLICATIONS DE LA THÉORIE DES SUBSTITU1IONS. 


Des valeurs diverses que prend une fonction de plusieurs 
variables par Les substitutions de ces variables. 


489. Je me propose ici d'appliquer les principes éta- 
blis dans les Chapitres précédents à l’étude des fonctions 
de plusieurs variables, au point de vue des valeurs di- 
verses que prennent ces fonctions par les substitutions 
des variables. 

Il suffit pour notre objet de considérer les fonctions 
rationnelles et même les fonctions entières; mais les dé- 
veloppements qui vont suivre s'appliquent à toutes les 
fonctions bien déterminees. 

Désignons par V une fonction bien déterminée des 
n variables 

To; Lis Los +... T1; 
formonsles N=— 1.2.3...n substitutions de ces variables, 
etexécutons successivement toutes ces substitutions dans 
la fonction V ; nous obtiendrons ainsi N résultats 


(1) V, VU), VO), ..., VOA), 


Si la foncuon V est symétrique, les N résultats (1) se- 
ront tous égaux entre eux; au contraire, ils seront tous 
distincts si la fonction V n'offre aucune symétrie. Ce der- 
nier Cas se présentera en particulier si l’on a 


V — XoLo + Gi; —- Xo No +, + En—1Tn—19 


20 Li se) An-1 Étant % coefficients inégaux. 


414 COURS D'ALGÈBRE SUPÉRIEURE. 


Désignons généralement par y le nombre de celles des 
fonctions (1) qui sont égales à V; alors x sera le nombre 
des substitutions que l’on peut exécuter sur V sans chan- 
ger cette fonction. Soient 


12: 1 SI AO ET ONE 


ces p. substitutions. Comme la fonction V ne change pas 
quand on exécute, dans un ordre quelconque, deux ou 
un plus grand nombre des substitutions (2), il est évi- 
dent que ces substitutions constitueront un système con- 
Jugué. 

Nous avons vu (n° 425) que les N substitutions des 
n variables peuvent être représentées par 


1, S1 5 DO ICNE Sy—1 9 

T:, T: Si T; 5; OC") Ti Sy 
(3) & To, LS: T5, Sens TL Sy1 » 

6-0: 6 2b a 2: 01549106, /e" 40, D 8. Dm:0 9 ere) 5 MED) 0:16. En . .9 


Lois Tin9ts TsiSe) ce, T1 Sy; 


donc les N — pv fonctions (1) pourront être représentées 


par 
1 V,, vo) 3 M'e nee rte Vies 


Va VE VI LL VO 
(4) L'ARE A NS É 


2 


. see ee Dre e/cet.e" 162970, 0ïe7e7s 


(1) \/(2) (à —1) 
Vue és or 22". MST 9 


Vi désignant généralement le résultat obtenu en exécu- 
tant sur V, d’abord la substitution S;, puis la substitu- 
üon T;; dans le cas de j = 0, la substitution S ; doit être 
réduite à l'unité, et nous écrivons V; au lieu de VW. 
Comme les substitutions S ne changent pas V ou V,,on 
voit que, dans le tableau (4), les termes d’une même ligne 





TX DEEE 
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horizontale sont égaux entre eux, et que les seules va- 
leurs distinctes de V sont 


(5) Me Vin Var ms Vi 


490. Lorsqu'une fonction ne sera pas altérée par une 
substitution, je dirai, pour abréger le discours, que la 
fonction admet la substitution ; on peut alors énoncer la 
proposition suivante : 


TaéorÈme |. — Les substitutions d’une fonction de 
plusieurs variables forment un système conjugué, et l’in- 
dice de ce système est égal au nombre des valeurs dis- 
tinctes que la fonction peut acquérir par les substitutions. 


Ce théorème entraîne diverses conséquences (n° 426 
et 444), parmi lesquelles nous devons signaler les sui- 
vantes : 


CoroLLaIRE I. — Le nombre des valeurs distinctes 
d'une fonction de n variables est un diviseur du pro- 
AL 4:0.30..n. 


CorozLaire Il. — Ze nombre des valeurs distinctes 
d’une fonction de n variables ne peut s'abaisser au- 
dessous de n sans se réduire à 1 ou à 2, le cas de n—ÀA 
étant seul excepté. 


CorozLaire II. — Une fonction de n variables, qui a 
précisément n valeurs distinctes, est symétrique par rap- 
port à n—1 variables, le cas de n —6 étant seul ex- 
cepte. 


Il faut remarquer que, si l’on exécute une substitution 
quelconque sur les y fonctions (5), ces fonctions ne pour- 
ront que s’échanger les unes dans les autres. Si donc on 
désigne par V une indéterminée, le produit 


L %e À 
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sera une fonction symétrique. Il en résulte que toute 
fonction symétrique des fonctions (5) est une fonction 
symétrique des variables x; nous avons déjà eu l’occa- 
sion de faire cette remarque au n° 180. 


491. La proposition que nous venons d'établir admet 
une réciproque que l’on peut énoncer comme il suit : 


Taéorime IL. — J{ existe toujours des fonctions qui 
admettent les substitutions d’un système conjugué donne 
et qui n'admettent aucune autre substitution. 


En effet, soient 
(a) L; 51 S2 see pi 


les substitutions conjuguées données, et désignons par X 
une fonction de x variables 


Lo; T3 La; CH SIC Lh—1 


dont toutes les N valeurs soient distinctes; on pourra 
prendre, par exemple, 


X = aoZ0 + Ti FH To He. + Ann lp) 


Lo Lis ++. Ans Étant des nombres inégaux. 


Soient 
X0 X:, X», Hiege À Xy 1 


les résultats obtenus en exécutant sur X les x substitu- 
tions (1), et posons 


V —— Xy XIXe -. PE 


il est évident que la fonction V admet les a substitu- 
tions (1) et qu’elle n’admet aucune autre substitution. 


Remarque. — Si l’on pose 


VE (KE X;, X;; ….. Ki 





2148 sé 
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f désignant une fonction symétriquede X,,X;,, ..., X,_,, 
la fonction V admettra les substitutions (1); mais elle 
peut aussi en admettre d’autres, si la fonction f a une 
forme convenable. Si l'on fait, par exemple, 


V=xX, Xi +... + X, 


V sera une fonction symétrique des variables x6, æ1, …, 


Ln-1- 
Des fonctions semblables. 


492. Deux fonctions de 2 variables sont dites sembla- 
bles lorsqu'elles admettent les mêmes substitutions. 
Ainsi les fonctions 


Toli + Let, (Totm) (+) 


des quatre variables x4, æ1, Xo, x sont semblables, car 
elles admettent les huit mêmes substitutions : 


Re RARES RP A UE) 
Cris aa feras) se ré} (mises) | 


(To, ss T1, 2) 


(ro) T ) 


(Las xs) 








qui forment un système CON] ugué dont l'indice est égal à 3. 
Lagrange a fait connaître une propriété importante des 
fonctions semblables que l’on peut énoncer ainsi : 


Etant données deux fonctions semblables des n va- 
riables Xo, Li, Lo, +, Xn_1, Chacune de ces fonctions 
est exprimable par une fonction rationnelle de l'autre, 
dans laquelle les coefficients sont des fonctions symeé- 
triques des n variables. 


Cette proposition est contenue dans une autre plus 
générale que nous allons établir : 


TuéoriMe. — Ætant donnees deux fonctions des 


S.— Alg. sup., LU. 27 
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n variables Lo, Li.) Xn 4 savoir e 
V=F{(x, Ti; Los ° ee Late 
Mist; Lis Los 0, Taie 


si la fonction y admet toutes les substitutions de la 
fonction V, elle est exprimable par une fonction ra- 
tionnelle de V, dans laquelle les coefficients sont des 
fonctions symétriques. 


En effet, soient 
LV EE PEN 
les substitutions conjuguées de V, et 
HD OISE 


les y substitutions par lesquelles on déduitrespectivement 
de V les y valeurs distinctes que cette fonction peut ac- 
quérir ; supposons enfin que V,et y, soient les résultats 
obtenus en exécutant la substitution T, sur V et sur y. 
Nous regardons T, comme égale à 1, et, en conséquence, 
Viet yo ne seront autre chose que V et y. 
Si l’on fait 

ÿY(V) Æ=z (V — Vo) (V— V:) (V — V,). . st ne Vies 

on aura, en développant, 


H(V)=V' HP VER V-1+... PVR, 


P,, Ps, ..., P, étant des fonctions symétriques. Ici V 


, 


est regardée comme une indéterminée, et l’équation 
(x) VV 0 
a pour racines 


(2) Vo» ir V, tre ve d'A Tr 
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Considérons maintenant la fonction 
VAOT: 


où m est un nombre entier quelconque ; par hypothèse, 
cette fonction admet toutes les substitutions de V; sielle 
en admet un plus grand nombre, ces substitutions pour- 
ront être représentées par 


1, S1 On 5 On 

R;, R;S:, RS, shoes R; Se 

Ro-15 Rs S1) Ro: S2 GRR | Re; Sp » 
et, en multipliant par certaines substitutions 


1, Q:, Q, ss Qi, 


on formera (n° 425) toutes les 1.2.3...7 substitutions 
des 7 variables. Il résulte de là que les subsututions T 
sont les produits des substitutions 


I, R;, R>, PNG ; R;_:, 
qui ne changent pas V”*y, par les substitutions 


I, Q:;, Q», DOC" Que. 


Ainsi, en appliquant à la fonction V7 les y substitu- 
tions T, on obtiendra les À valeurs distinctes de cette 
fonction, répétées chacune p fois; par conséquent la 
somme 

A Ge 2 SN a SO ue D ee PE ES 


est une fonction symétrique des # variables xç, x, ..., 
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Ln_1. 91 donc on donne à mles valeurs successives 0, 5, 


2, ..) (v —1), et que l’on pose ‘ 
Vo Ta lens EME, 
VoYo + Via + VeYat eo. + Vi i12 1 =, 
(3) V2Yo Na Velo ect VA ER à 


e © + 9» + 6 = + © » €» 9 + 00) +7 © dre. p 90.8 0 0 » 0e eo Fleet s 


Vito Ni 4 Share EN SNS 


to, 1, ... seront des fonctions symétriques. 
Ajoutons les équations (3), après les avoir multiphiées 
respectivement par les facteurs indéterminés 


0» À, }2s .….…., A I, 
et faisons, pour abréger, 
{4} (Vie VAR TR PEN E 


on aura 


(5) ro: Vo) + Piper he pie 
__— Lo ho + hu + . + SR 9 Ke =, 


et si l’on veut la valeur de 7, par exemple, il suffira de 
déterminer les facteurs À5, A4, ..., de manière que l’on ait 


(6) p(Vo) = 0, p(Vi)=0, APT. piV,s 0 


excepté p{V,)— 0; alors l’équation (5) donnera 





7 ) y SEA lo À0 —- {, À, —- . —+- AE Re —+- Es 
Re ET PE CEE ne © st 9 
; ? | V,) 


et il ne restera plus qu'à trouver les valeurs de A9, À4, .…, 
ce que l’on peut faire très-aisément de la manière sui- 
vante, 
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Les équations (6) qui déterminent ces facteurs expri- 
ment que l'équation 


?(V)=0o 
Hhonracnes Vi, VV, :, excepté V,; mais l’équa- 
tion (1) | 
Ÿ (V) —— 0 


a ces mêmes racines, y compris V,; et comme, d’ailleurs, 


les plus hautes puissances de V dans g(V)et dansÿ{(V) 


ont pour coefficient l’unité, on aura identiquement 


ÿ(V) 


ou, en développant le quotient de 4{(V) par V—V,, 


PV)=V + P, | V2 Hp, Vi+,..+P, 


Avi HAPEVe + Pie V, 
+ V! + P,_, V' 

+ PV 

+ Vi, 


En identifiant cette valeur de v(V) avec celle donnée par 
l'équation (4), on obtient les valeurs suivantes des fac- 
teurs À : 


te — P, de Vs 
À — P, SE P, Ve + Vi, 
(8) À 3 EEE P; as P,V, + P, v° vs vs 


BNP Te en ee Us CS D 0e, oc .... 


dope. — pos re Ps Ve + ...+P, Va —+- ve 


Ces facteurs étant tous exprimés en fonction de V, et des 
fonctions symétriques, il en sera de même de 3,. On peut 
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donner à l'expression de y,une forme très-simple; si l’on 
fait, pour abréger l'écriture, 


Sr —=t+Pé HP; +... +P, al; 
Sy = be + Pit + Pb +... + Ps so 
Su = sr PHP EEE, 
RAR PER AT URL EN ; 
S— 4 + Pit, 


So — lo) 


et que l’on désigne par O(V,)le numérateur de la va- 
leur de y,, donnée par l’équation (7), on aura 


(9) O(V,)= so Vi + SV +... ss a Vo + se 


Quant au dénominateur de l'expression de y,, il est égal 
ào(V,), c'est-à-dire à la valeur que prend la fraction 
ÿ(V) 

YV=NV, 





pour NN cette valeur est 


(10) (Ve) = VE (1) PV... Ps, 


Ÿ’ désignant la dérivée de 4. On a donc 





ï __ e(w) 
Lu ARTE 
ou 

É ee 
55 7 y) 


en désignant simplement par V l’une quelconque des 
valeurs V5, V,, ... et par y la valeur correspondante 
de la suite te 

La formule précédente démontre le théorème énoncé, 
et elle donne l'expression de y en fonction rationnelle 
de V. Ajoutons que, par la méthode exposée au n° 182, 
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on pourra donner à la formule (12) la forme plus simple 
VAE ( Ver 

IL(V) désignant une fonction entière du degré y—1 au 


plus, dans laquelle les coefficients de V sont des fonc- 
tions symétriques des variables x. 


Sur la formation des fonctions de n variables, 
qui admettent des substitutions données. 


493. Le problème qui a pour objet de former les fonc- 
tions de 7 variables, dont le nombre des valeurs distinctes 
est égal à un nombre donné », se ramène, d’après les 
théorèmes précédents, à la détermination des systèmes 
de substitutions conjuguées dont l'indice est égal à v. 
Effectivement, quand on connaîtra un tel système, on 
obtiendra sans difficulté, par le théorème du n°491, une 
fonction particulière V correspondante, qui aura préci- 
sément y valeurs distinctes. Et, quantauxautres fonctions 
semblables, elles seront toutes exprimables, comme on 
vient de le voir, par des fonctions entières de V du degré 
v—1, dans lesquelles les coefficients des puissances de V 
seront des fonctions symétriques. 

Considérons, par exemple, les fonctions qui ont deux 
valeurs distinctes. Les substitutions de ces fonctions 
forment un système conjugué dont l'indice est égal à 2; 
ce système est unique, comme on l’a vu au n° 429, et il 
se compose des substitutions qui équivalent à un nombre 
pair de transpositions. Les fonctions V dont nous nous 
occupons sont donc semblables, et si l’on désigne par P 
l’une d’elles, l'expression générale de V sera 


V = A + BP, 


À et B étant des fonctions symétriques. On peut prendre 


meme dr 


# DEL... 74 Tr os tort ST Ce TEA "LE x -SS 
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pour P la fonction alternée des 7 variables æ6, æ1, -.., 
Xn_1, dont nous nous sommes occupés au n°236 et qui a 
pour expression 


P—={ri— ro) (tre — ro). (tn — ro) (re — 73). (tn — Zn). 


Il est évident que les fonctions qui ont deux valeurs 
distinctes admettent toutes les substitutions circulaires 
du troisième ordre qu’on peut former avec les variables, 
et qu’elles n’admettent aucune transposition. 

Parmi les fonctions qui répondent à un système donné 
de substitutions conjuguées, on peut se proposer de dé- 
terminer les plus simples, par exemple celles qui, étant 
rationnelles et entières, ont le plus petit degré. Énoncé 
dans ces termes, le problème qui nous occupe exige des 
considérations d’un tout autre ordre, et sa solution offre 
de sérieuses difficultés. Nous n’aborderons point ici l’é- 
tude de ce nouveau problème, qui est d’ailleurs tout à fait 
en dehors de notre sujet ; toutefois, afin de présenter une 
application de la théorie que nous avons développée dans 
les Chapitres précédents, nous croyons utile de faire con- 
naître ici un procédé particulier par lequel on obuent 
facilement les fonctions qui répondent à certains sys- 
tèmes de substitutions conjuguées. 

Si un système de substitutions conjuguées est m fois 
transitif, nous dirons, avec Cauchy, que les fonctions 
qui admettent ces substitutions sont 7n fois transitives. 


Des fonctions doublement transitives de n variables 
qui ont1.2.3...(n—2) valeurs, n étant premier. 


494. Les fonctions dont il s’agit ici jouent un rôle 
considérable dans la théorie des équations algébriques. 
Elles répondent au système conjugué formé par les 


pr à ADR 


LOL EME 
PONT Te E: 


Fu .. Treo ENT LV , Log p LI …"" 
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n(n—1)substitutions linéaires et entières de la forme 


a z2+ b 
2? 
Z 
z désignant successivement tous les indices 0, 1, 2, .…, 
(n —1) des n variables 
(1) Los T1 To, .. Tn—1)9 
et les valeurs de az + b étant prises, suivant le module », 


entre les limites zéro et 7 —1. 
Soit & une racine de l'équation 


(2) RACE 0 

Hans à | + 

et posons 

(3) 1=rotar+ar +... ,+at-lr, i: 


il est évident que t est une fonction des 7 variables (1) 
qui a 1.2.3...7n valeurs distinctes. 
Exécutons, sur la fonction t, la substitution d’ordre 7» 


z +1 
9 
ainsi que les puissances successives de cette substitution. 
On obtiendra nr résultats 
(4) TA CE PPT LENS 
et comme t, se déduit de £ en remplaçant chaque indice z 
par z+ pu, on aura 


Dr art. are CHE PAS Here tir in ue 
Soit 
p+ij=i où j=i—m (mod.»h), 
& étant compris entre zéro et 7 —1, il viendra 
Hu (0 + ati trs + + RTE) 


ou 
“nee: dt, 
= a PE; 
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ainsi chacune des fonctions (4) est égale au produit de £ 
par une puissance de &, et comme on a 


nn — 
Cie à pa 


les fonctions dont il s’agit ont la même puissance nie. 
S1 donc on pose 0 —#*, ou 


(5) 9 = (ro + 2x Ti + Rita se à + ar EDNE 


la fonction 6 sera invariable par la substitution circu- 


Ë ARE À FE 
laire }» et 1l est évident que le nombre de ses va- 


Z 


leurs distinctes sera 


12229000 (re — 1). 


Maintenant désignons par 7'une racine primitive pour 
le nombre premier n, et exécutons sur les indices z des 
variables x les puissances 0, 1, 2, ...,(7—2)de la sub- 
- stitution circulaire, d'ordre 2—1, 


(4) J 
e 1 
on obtiendra ainsi 2 —1 résultats que nous représente- 
rons par 
(6) 05» 0, 0, sp ones 0p—2 
On aura généralement 

Ba (0 + RENSEUR EEE aitu +. . ) 
et si l’on pose 

jæ=i, j=ir" "+ (mod.z) 

i étant compris entre zéro et — 1, il viendra 


pif 


{ ; | 
GNT o EEE Æik...)?, 


d’où il suit que 8, se déduit de @ en remplaçant & par 
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æ«"" *, Or, si l’on donne à u les valeurs successives 
CA PR AN 2 

T1 prendra toutes les valeurs 
Lg Ve ae POP CAR OST D 


suivant le module 7, et, par conséquent, l'expression 


PL : | 
[e 4 donnera successivement les 7 — I racines 


(7) HO Ti ie) 


de l'équation (2). Donc les valeurs des fonctions (6) s’ob- 
tiendront en remplaçant « par chacune des racines (7) 
dans l'expression de 8; on a ainsi 


do —=(ro+ar +ex +... Hat ir, br, 
0, = (0 —- 6x, + 6° 6,3 Dos ANT LE CURRENT pe 
(8) CA ETS a ouate ant le nt EE 2 D 
One = (rotor +o x +... .+ot-tr, si)", 
Chacune des fonctions (8) est invariable par la substi- 


. Z —- I . + . 
tution et quand on applique à ces fonctions la 
Le q ppuq 


Ê e rz 
substitution ( }» elles se changent les unes dans les 
Z 


autres ; si donc on désigne par @ une indéterminée, la 
fonction 


PR 5 fo ché 0, 


admettra les substitutions 


ZI 123 
; ; 
Z 3 


par suite, elle admettra toutes les substitutions linéaires 
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( 
LS 


/ 


et entières 


et le nombre de ses valeurs distinctes sera 1.2.3... (n—2). 
Il estévident que toutesles fonctions symétriques deb, 

0,,..., 0, > admettent les substitutions linéaires et en- 

tières; ces fonctions sont donc deux fois transitives. 


495. Si d désigne un diviseur de 7 —4, que l’on fasse 
n —1-= de, 


et qu’on applique à la fonction 8 les puissances de la 
substitution régulière 
r'z\ 
ee 


qui est de l’ordre e, on obtiendra e résultats 
do; 0, 0», 2 Des 
et 1l est évident que la fonction 
(8e) (= (06) 


aura 1.2,3...(72— 2)%X d valeurs distinctes. 


Des fonctions triplement transitives de n + 1 variables 
qui ont 1.2.3...(n — 2) valeurs, n étant premier. 


496. L'existence des fonctions dont il s’agit est évi- 
dente 4 priori; ces fonctions répondent au système con- 
jugué formé par les (n+1)n(n 
néaires relatives au module premier 7. La règle que je 
vais exposer pour les obtenir ne diffère que dans la 





1) substitutions li- 


forme de celle qui a été donnée pour la première fois 
par M. Émile Mathieu. 

Le nombre 7 étant supposé premier, considérons 
d’abord les 7 variables 


(1) AG Lis Laos e es Lly—13 
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et posons, comme au n° 494, 


| DE tuer + ar, Fe. oi D, re 

(>) IN re + 6x + 6x +, , + Dre 
LM (x + w 0 + or +, Ho" cl, js 

a, 6, y, ..., w étant les 7 — 1 racines de l’équation 


ZT — 1 
ee 0). 

€ — I 
Soit y une fonction rationnelle et symétrique quelconque 
des »n— 1 expressions (2): cette fonction sera inva- 
riable, comme nous l’avons vu, par toute substitution 


de la forme 


Û (3) 


Àz étant une fonction entière quelconque de l'indice z. 

D'après la théorie des fonctions semblables, toute fonc- 
tion des variables (1) qui admet les substitutions (3) est 
une fonction rationnelle de 6 dans laquelle les coefficients 
des puissances de s sont des fonctions symétriques. Dési- 
gnons donc par V, une fonction rationnelle arbitraire de 
la quantité » et d’une nouvelle variable que je représen- 


terai par x, ; V, sera une fonction des 7 + 1 variables 


2: 


MO A a Tee MONS 


quisera invariable par toutes les substitutions entières et 
linéaires ; on peut, si l’on veut, prendre pour V, la fonc- 
tion y elle:même. 

Cela posé, soit 9z une fonction rationnelle linéaire 
d'ordre n + 1 pour le module », et désignons par V; la 
valeur que prend V, quand on exécute à fois sur cette 
fonction la substitution 


\ 


ds 
} 
& 
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ce que l'on peut exprimer en écrivant, d’après la nota- 
tion de Cauchy, 


(4) mt 


Soit encore w z une fonction rationnelle linéaire d'ordre 
quelconque pour le module n, et exécutons sur V;la sub- 
stitution 


Or, si j désigne un entier quelconque, comme la fonc- 
on 0z est d'ordre 7 + 1, on pourra effectuer la substi- 


$ O!z x de A Ojobiz 
tution (E | en faisant d’abord la substitution ) 
Z À 


k RE FU CR 
puis la substitution ) . On peut donc écrire 
Z 


(4) ue (7 ei) (ae) V,. 
zZ z Z 


égalité où chacun des nombres et j est arbitraire. Mais, 
d'après le théorème du n° 484, à chaque valeur de l’un 
des nombres i, j correspond pour l’autre nombre une 


0j &0iz 
Z 


est une substitution entière ; et en outre, quand l’un des 
nombres 1, j reçoit successivement les 7 +1 valeurs. 
0, 1, 2, ..., N, l'autre nombre prend aussi toutes ces 


valeur telle, que 


mêmes valeurs. Si donc t et j sont choisis de manière 
à réaliser les conditions du théorème que je viens de 
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rappeler, comme V, est invariable par les substtutions 
linéaires et entières, on aura 


gn+1—Jj 
on 
z Z 


ou, d’après la formule (4), 


À 


(5) LME 


et, je le répète, si dans cette formule l’un des nombres 1, 
j prend successivement les 7 + 1 valeurs 0, 1,2, ..., n, 
l’autre nombre prendra aussi successivement toutes ces 
mêmes valeurs. 

La formule (5) exprime cette conséquence remar- 
quable, que Les n + 1 fonctions 


(6) A AU EURE TE 


forment un système qui est invariable par une substi- 
tution linéaire quelconque, c'est-à-dire qu'une telle 
substitution ne peut qu'échanger entre elles les fonc- 
tions du système. 

Si donc T désigne une fonction symétrique des ex- 
pressions (6), que l’on fasse, par exemple, 


(7) T=(V—V)(V—V;).. (V— V,), 
V étant une indéterminée, la fonction T admettra toutes 
les substitutions linéaires ; elle sera donc triplement tran- 
sitive, et elle aura 1.2.3...(n7—2) valeurs distinctes. 
S1 l'on désigne par T, et T, deux fonctions semblables 
à la fonction T, par P la fonction alternée 
(mi — 2)... — x) (re — 2). (a — Zn) 


des 7 +1 variables, et que l’on fasse 


ST, + PT;; 


PERRET LENS RS TE AE TT VON NEC RIT RES 
ë 1 A eé Fo +. 
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la ionction S admettra toutes les substitutions linéaires 
dont le déterminant est résidu quadratique de », et qui 
équivalent en conséquence à un nombre pair de transpo- 
sitions. S aura donc 2 X1.2...(2— 2) valeurs distinctes, 
ainsi que M. Mathieu en a fait la remarque. On peut aussi 
former les fonctions S de la même manière que les fonc- 
ons T, en faisant usage du corollaire du n° 484; mais 
nous devons nous borner à cette indication. 


Sur les fonctions triplement transitives de six variables 
qui ont six valeurs distinctes. 


497. On peut donner plusieurs formes diverses aux 
fonctions dont nous venons de nous occuper; nous pren- 
drons comme exemple le cas des fonctions transitives 
de six lettres qui ont six valeurs distinctes. 

Les variables étant désignées par 

Los Ti To, Ta Tr, T 


+ © ? 


nous poserons 


Vie D To + TL HE Tools 


et, les indices z élant pris suivant le module 5, nous effec- 
tuerons sur V4 la substitution du cinquième ordre 


éroiee POSE 4) 


Z 


LA 


et ses puissances ; on trouve alors les résultats suivants : 
Vox To Ti + Pets, 
V, TX, Li A latest Tail, 
CON a TM ER EE ET dos 
Ve LT Cite TU 
NE RERO CS TEE 
Ensuite, si l’on fait 


T=(V—V)(V—V)(V—V,)(V—V:) (V — V,), 
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V étant une indéterminée, la fonction T sera invariable 
par toutes les substitutions linéaires et entières. et, 
comme elle n’est pas symétrique, elle aura précisément 
six valeurs distinctes. Pour justifier cette assertion, il 
suffit d'établir que la fonction T est invariable par deux 
substitutions linéaires, l’une du quatrième ordre, l’autre 
du sixième. La substitution du quatrième ordre 


Gers) 


Z 
laisse V, invariable, et elle change 


MEN EAN. Ye Ve 


en 
Ve V,, Vi. V;; 


ensuite la substitution du sixième ordre 


es 


z 





HAT NE PUR PS PE À 
change 
Vos NV NS eV: 


en 
V;, Vos V;, V,, Vs, 


ce qui achève la démonstration de notre proposition. 


Méthode de Lagrange pour calculer une fonction des 
racines d'une équation donnée, quand on connait 
une autre fonction quelconque des racines. 


498. Parmi les travaux publiés depuis un siècle sur la 
théorie algébrique des équations, l’un des plus impor- 
tants est, sans contredit, le célèbre Mémoire de Lagrange, 
que nous avons déjà eu l’occasion de citer (n° 189), et 
qui fait partie des Mémoires de l’Académie de Berlin 

S. — Alg. sup., 11. 23 
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pour 1770 el 1771. On rencontre, entre alpes résul- 
tats remarquables, dans ce grand travail, le beau 
théorème que voici : 


Dès qu'on aura trouvé, par un moyen quelconque, 
la valeur d'une fonction rationnelle des racines d’une 
équation, on pourra, en général, trouver la valeur d'une 
autre fonction rationnelle quelconque des mêmes racines, 
etcela par le moyend”'uneéquation simplement linéaire. 
Quelques cas particuliers exigeront cependant la réso- 
lution d'une équation du deuxième, du troisième, etc., 
degré. 

Soient 


0 Ti Tr 


, g'eprheio er] 


les 2 racines de l'équation 
(1) a+ pat pat, Hp, 1x + p,=0, 


el 
VASE Ti, CHILD) y 


*£ 2 | To ds es T1 ) 


deux fonctions rationnelles de ces racines dont la pre- 
mière a une valeur donnée. 

Nous supposerons d'abord que la fonction fadmette 
toutes les substitutions de F; dans ce cas, on peut déter- 
miner la valeur de f par la méthode dont nous avons fai! 
usage au n° 492. Effectivement, si l’on représente par 


(2) ÉTAT CT He 0 Per 


les valeurs distinctes que prend F par les substitutions, 
et par 


(3) Jo: J'1: DÉTECTE Kv-4 


les valeurs correspondantes de /, que l’on pose en outre, 
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comme au n° 492, 


| Foi Hat ET 1 à, 
VoTo + ViY1 + Var e He + Vi 191 = ts 
(4) ECS ue VE 0e nn nn À CON 25 


Vo Jo + Vi a + Va Jan bu, 


on pourra exprimer Lo; L1, -.., l,_, en fonction des quan- 

tités connues, puisque ce sont des fonctions s ymétriques 

des racines de l'équation (1). Ensuite la résolution des 

équations (4) fera connaître les inconnues 3 0, 1, 
Nous avons vu que, si l’on représente par 


(5)  p(V)=V+P,V—+...+P,iV+P, 
le polynôme égal au produit 

(V—V,)(V— Vi)... (V — V,), 
_ par Ÿ'(V) la dérivée de V, puis que l’on fasse, pour 
abréger, 


LP, ns +P tt... + PS4 + Pi 
LH Pir st Pit +... + P; 8%, 
Re soupe lee PR EE des des 
Si = à + Pi, 
Shi Co 
et 


ROM NES VE SV si, 
les valeurs des inconnues y sont 


(8) = PV ik PAIE MR ON À ee OV.) 
a ÿ (Vo) ; ÿ'(Vi) e, Y'(V,) 


\ 








Dans l'hypothèse où nous "ans sommes placé, la fonc- 
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tion F a v valeurs distinctes algeébriquement; mais ici 
Los Lis ns ne sont plus des indéterminées, et il 
peut arriver que plusieurs des quantités (2) soient ru- 
mériquement égales entre elles. Lorsque ce cas se pré- 
sente, l’équation 


(9) #(V)=0o 


a des racines multiples; et quelques-unes des formules (8) 
deviennent illusoires; mais, dans tous les cas, si V. est 
une racine simple de l’équation (9), la formule 


_ @(v) 
TT YEV,) 


donnera toujours, comme nous allons le démontrer, la 


valeur de > qui répond à la valeur VoTdew : 


499. On voit, d’après ce qui précède, qu'il est néces- 
saire de compléter l’analyse du n° 492 pour l’adapter au 
cas qui nous occupe ici. Supposons que, parmi les quan- 
tités (2), il y en ait i qui soientnumériquement distunctes 
et représentons-les par 


(10) Vo, V,, V,, ….., V4. 


Soient V, l’une des quantités (10) et Y, la somme de 
toutes les valeurs de y qui répondent aux valeurs de V 
égales à V,. Les équations (4) deviendront 


Y+Y +... +Y;i—=h, 
Vale Dr V, Y: +. e + 118 Far Le li, 


. … « o ein 6 letele sue ue lale ae eve cu os distes se , 


| ni ES es à 4e COM PA ae Te 
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il est évident qu’elles ne peuvent déterminer que les 
1 quantités 
Yo TE CLONE ere 

et que les z premières équations suffisent en toute rigueur 
pour cetobjet; mais nous en emploierons un plus grand 
nombre, afin d'arriver à des formules où ne figurent que 
les deux seules fonctions O{V), Y(V) déjà introduites. 

Désignons par r le nombre des quantités (2) qui sont 
égales à V,et considérons les y—7 +1 premières équa- 
ons (11); dans le cas der —1, aucune équation ne sera 
exclue. Ajoutons les équations dont il s’agit, après les 
avoir multipliées par les facteurs 


Dés Ô,, ... () 


NC YNTE 
et faisons, pour abréger, 

(a2) e(V)= V'+H 0, VE, + OV + 0,, 
on aura 


Y,o(V) + Yio(V:) +, + Years p(Vi) 
= Oftj FO HUE RO, EL, Fr, 


et si l’on détermine les facteurs 9, de manière que l’on 
ait identiquement 


= 


la précédente équation donnera 


dE + lt +. HO a tor + Lp 
(Ve) 


L'expression de p(V) s'obtient facilement en multi- 
pliant les deux expressions 

DIVINE PV + PEN P,, 

I I eve r(r+1) Ve 
(V — ee M? 1 V'+1 1.2 V'+ 


(13) de 


Tone 


AP CR RER Er Tir: 
*e À OS ei À 
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et en négligeant dans le produit les puissances néga- 
tives de V. En comparant le résultat obtenu avec la for- 
mule (12), on obtient 


. r TIT+I 
0, = P,_,+ & AA: VAE _. P,_;_e V° +, CA 
ri EC CIS 
DrR Lt ( / Ve 


1.2...(v—r—i1) 


r 
ÿ; — a sir im L PRES VE +... 


CRE 
1.2...(v—r—2) e , 
RE EN RD ARR" RE 
; RS AE 
RE PR un ) ya, 


D'après ces formules (14) et en se servant des for- 
mules (6), on trouve que le numérateur de l’expres- 
sion (13) de YŸ, est le produit du polynôme 


Gr SE re 
LE RU Re NT SAN à 


+r(r—i1)...2s,, 


; I 
ar le facteur numérique ————: 
P { DA OST SIN 


cette expression (1) est précisément la valeur que prend 
pour V — V, la dérivée d’ordre r—1, "1 (V), du poly- 
nôme @(V). Quant au dénominateur de l'expression 


de Ÿ,, il est égal à o(V,) ou à 


on voit que 


_W(Ve) 


mm 


Todd as 
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La formule (13) devient alors 


Pr —1 T 
r (Q y (V,) 9 


Hanene cas de 71, Ÿ doit être remplacé par y,.et 
LÉMTAR 


formules (8) qui détermine y, 


) par O(V,); on retombe ainsi sur celle des 


La formule (16) exprime ce résultat remarquable, que 
l'expression générale 





convient à tous les cas, pourvu que, si le second membre 
DE 0 
se réduit à — pour V=V,, on supprime les facteurs V—V, 
O 


communs aux deux termes, avant de faire V=— V,, et 
qu’on remplace y par la moyenne arithmétique des va- 
leurs qui répondent à la valeur V,. 
Soient 
Yo» Vis Vas ees Yr—1 


les r valeurs de y qui répondent à la valeur V,, la mé- 
thode que nous avons développée nous permet de cal- 
culer la somme 


OT e TAN Verne Net. 


On pourra aussi calculer, de la même manière, la somme 
des carrés de ces quantités, la somme de leurs cubes, etc., 


ièmes. 
, on pourra 


etenfin la somme de leurs puissances 7 
donc former l'équation de degré r, qui a pour racines les 
quantités Yo» V4 +. J rs. Ainsi, quand l'équation en V 
a des racines égales, la détermination de la fonction y 
peut dépendre d’une équation du deuxième, ou du troi- 


sième, etc., degré. 
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900. L'analyse qui précède peut être étendue au cas 
où la fonction y n’admet pas toutes les substitutions de 
la fonction donnée V. 

Dans ce cas, le nombre y des valeurs distinctes de V 
est moindre que N —1.2...2; et si l’on pose 


Nr 


les N valeurs de V 5e partageront en y groupes contenant 
chacun u valeurs égales. Soient 


2 (1 (p—1) 
Vos 7 5 RAT Vé 9 
Va VE, Vi, 


.., ..., sale; S'hate e"e 


71 7(a—1) 
Vies Vos CBUALR, ; NE 


Ÿ " (a) f* = : (5) 
ces y groupes, et y{ la valeur de 7 qui correspond à V7. 

Désignons par z une tonction symétrique et raltion- 
nelle quelconque des quantités 


Yes PETER DEEE 


il est évident que la fonction z admettra toutes les sub- 
stitutions de V,; on pourra donc exprimer z, en général, 
par une fonction rationnelle de V,. Quand on aura ainsi 
calculé x fonctions symétriques des quantités» ,, y£°, …., 
y#", on pourra former l’équation du degré w, qui a 
pour racines ces u valeurs de y. 


OÛ01. On voit, par ce qui précède, qu’on pourra tou- 
jours déterminer les n racines 6,41, .…., Xn_1 d'une équa- 


tion donnée du degré n, si l’on connaît la valeur d’une 


fonction V de ces racines, pourvu que les 1.2.3... va- 
leurs que prend V, quand on y permute les racines, soient 
différentes, non-seulement sous le rapport de la forme 
algébrique, mais encore au point de vue numérique. 
En effet, on peut supposer que la fonction inconnue y 
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se réduise à l’une quelconque des racines, à x par 
exemple; alors on pourra exprimer x, en fonction ra- 
uonnelle de V et des coefficients de l'équation proposée. 
Si cnsuite on suppose que y se réduise à une autre ra- 
cine x, on pourra de même exprimer x, en fonction 
rationnelle de V, et ainsi de suite. Il résulte de là que 
si la valeur donnée de V est commensurable, c’est-à-dire 
exprimable en fonction rationnelle des quantités que l’on 
regarde comme connues, les racines de l'équation pro- 
posée seront toutes commensurables. 

Mais, si la fonction V n’a pas toutes ses valeurs dis- 
unctes, qu’elle prenne, par exemple, k valeurs égales par 
les substitutions auxquelles répondent les valeurs 


à ee RME EE CRUMA 
de la fonction y = x, la méthode précédente ne fera 
plus connaître ces racines, elle permettra seulement de 
former l'équation du A" degré dont elles dépendent. 

La théorie qui vient d’être exposée comprend tout ce 
que l’on sait de plus général sur l’abaissement des équa- 
tions quand on connaît une relation entre les racines, 
car ce cas est évidemment le même que celui où l’on 
donne la valeur d’une fonction des racines. 


Recherches de Galois relatives à la théorie précédente. 


509. L'analyse que nous venons de présenter nous a 
conduit à un théorème dont on comprend toute l'impor- 
tance et que l’on peut énoncer comme tlssuit 


THéorÈuEe. — 1 
(1) | HE 
est une équation quelconque de degré n, mais qui n'a 
pas de racines égales, et que 


V mois e(%o, Ti, ee 619 ÉREPR 
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soit une fonction rationnelle des racines 6,2%, ..., 3-1 
de l’équation(i), tellement choisie, que les 1.2.3... n va- 
leurs qu'elle prend, par les substitutions des racines, 
sotent toutes différentes, On pourra exprimer ces nTa= 
cines Xo, Xy, ..., Xh_s en fonction rationnelle de V. 


Il ne sera pas inutile de faire connaître ici la démon- 
stration que Galois a donnée de ce théorème dans le cé- 
lèbre Mémoire inséré au tome XI du Journal de Mathé- 
matiques pures et appliquées. 

Nous désignerons par V, la valeur donnée de V, et par 


Vos Va ei es Va 


lesu—1.2.3...(7—1) valeurs que prend V, par les 
substitutions des 7—1 racines 


T1, v 


A CRUE NA? 


On aura alors une équation en V du degré y, savoir 
23 (VV) VE VU VE MSN 


dont les racines V,, V,, ... seront toutes différentes et 
dont les coefficients, qui sont des fonctions symétriques 
des racines x, Lo, -.., æn=1 de l'équation 


f(x) 


Die 2 


10; 

0 

s’exprimeront rationnellement par les coefficients de 
cette équation, c’est-à-dire en fonction rationnelle de xs 
et des coefficients de l’équation proposée (1). Par suite, 
l'équation (2) pourra être mise sous la forme 


(3) FEV FN LETR À 


F désignant une fonction rationnelle de V et de xo. Or 
l'équation (2) ou (3) est satisfaite pour V=V,; on aura 


> 
Cy 
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s— 


donc identiquement 

F(Vs &) 0, 
en sorte que l’équation 
(4) E(V,: = O0 
sera satisfaite en posant 


TI 


et, en conséquence, les équations (1) et (4) auront une 
racine commune x,. Je dis, de plus, que ces équations ne 
sauraient avoir d'autre racine commune. Supposons, en 
effet, que l’équation (4) soit satisfaite pour x = x1, on 
aura 1dentiquement 
FEV Xi) 0; 

par suite, l’équation 
(5) ANSE" 0 
sera satisfaite pour V— V,. Or l’équation (5 )se déduit 
de l’équation (3), ou de l'équation (2), par la transposi- 
tion des racines x, et x; d’ailleurs, par cette transposi- 
tion, les quantités V;, V,, ..…., V,_, se changent en d’au- 
tres V,, Vi ,..., V,_,, toutes distinctes des premières par 
hypothèse; donc l’équation (5) peut se mettre sous la 
forme 

NAN ER EVE 0; 
et l’on voit qu’elle ne saurait avoir V, pour racine. 

Les équations (1) et (4) n’ayant que la seule racine 
commune %xo, on déterminera facilement cette racine. 
Pour cela on cherchera le plus grand commun diviseur 
entre f(x) et F(V,, x), et l’on poussera l’opération Jus- 
qu’à ce qu’on obtienne un reste du premier degré en x : 
en ésalant à zéro ce reste, on aura une équation qui fera 
connaître la valeur de xs, 


æo = Ÿ(Vo) où = Y(V): 


PR. ’ D , 
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et cette valeur de x, sera évidemment rationnelle en V, 
puisque l'opération du plus grand commun diviseur ne 
peut pas introduire de radicaux. 

On peut opérer de la même manière pour trouver les 
autres racines, et l’on obtiendra ainsi des expressions 
rationnelles, telles que 


Cp Va a — Yi (V), M, LA VEN 


CorozLAIRE I.— L'équation V du degréN —1.2.3...n, 
qui a pour racines toutes les N valeurs de V et dont les 
coefficients s'expriment rationnellement par ceux de l'e- 
quation proposée, jouit de cette propriété remarquable 
que toutesses racines peuvent étre exprimées rationnel- 
lement par l’une quelconque d'entre elles. 


Soient, en effet, V et V, deux valeurs de V; V, est 
une fonction rationnelle des racines Xo, Xi, ..., Xn_1, 
lesquelles, d’après ce qui précède, sont des fonctions 
rationnelles de V : on aura donc 


V, EE E(V), 
© désignant une fonction rationnelle. 


CoroLLatrE II.— Z'tant donnees tant d’'irrationnelles 
algébriques qu'on voudra, on peut toujours les exprimer 
toutes en fonction rationnelle d’une mémeirrationnelle. 


Nous nommons irrationnelle algébrique toute quantité 
qui est racine d’une équation algébrique dont les coeffi- 
cients sont des fonctionsrationnelles des quantités regar- 
dées comme connues. Cela étant, soient 


Top Lis eee m1 


mirrationnelles algébriques quelconques ; on pourra for- 
mer une équation d’un certain degré n, à coefficients 
commensurables, dont ces m quantités seront racines, 


RO PR OT nes FOLL TN fan 


VA LAR + RÉER ON % < 2 
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L1 , . 2 . 
et qui n'aura pas de racines égales. Soient 


Lo; T1, ne 24 


DRE 72 
les n racines de cette équation, et désignons par V une 
fonction rationnelle de ces 7 racines telle, que les valeurs 
qu'elle prend parles substitutionssoient toutes distinctes: 
V sera une irrationnelle algébrique en fonction de la- 
quelle les mn irrationnelles données pourront s'exprimer 
rationnellement, d’après le théorème précédent 

Nous admettons comme évident qu’on peut toujours 
former une fonction rationnelle de »: quantités inégales, 
telle que les 1.2.3...m valeurs qu’on en déduit par 
les substitutions soient différentes. 


503. APPLICATION A UN EXEMPLE. — Le théorème 
précédent fournit une méthode beaucoup plus simple 
que celle qui résulte de la théorie de Lagrange, pour 
déterminer les racines d’une équation quand on se 
donne une fonction de ces racines. Nous prendrons 
comme exemple le cas de l'équation du troisième degré. 

Soit l'équation 
(1) TS pi + Pa + Ps — 0, 
el posons - 

” V=axr, + bx, + cr. 
En transposant les lettres x, et x2, on obtient ces deux 
P ; 
valeurs de V, 
Vi, —=axs + dr, + car, 
V,=ax, + bros + Cr); 
l'équation en V sera alors 
(V—V)(V—Vi)=o, 
ou 


V—[oar +(b+c(m +zr)]V 
fax? + ab +c)ro(ri Has) + bc(ri +) +(b2+c)x,x,]-=0. 


! 
EL 


dé. 
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On peut chasser x, et x, de cette équation à l’aide des 
relations 
Li Le = Pi — Los 
Fi La = Pa — Lo(%4 + Le) = Pa + Pi To + 
mi H es (pi 2ps) — T6; 
et l’on aura x 
V—[(2a—b—c)ry— p,(b +c)]V 


see [ (a? HT DAT CE br ac be)ri 


(2) 





4 (b?+- c2— ab — ac)P1 0 + bcp? —(b — C}? pe] — 0. 


Ilfaudra maintenant, pour avoir x,, faire x — x, dans 
le premier membre de l’équation (1) et chercher le plus 
grand commun diviseur entre le polynôme que l’on ob- 
tiendra ainsi et le premier membre de l’équation (2) : 
il n’y a même aucun calcul à faire dans le cas particulier 
où l’on a 
a+ b + ce — ab — ac — bc = 0: 

car l'équation (2) ne contient plus alors que la première 
puissance de x,, et elle en fait connaître immédiatement 
la valeur. Ce cas simple se présente si l’on prend pour a, 
b, c les trois racines cubiques de l’unité. 

Soit « une racine cubique imaginaire de l’unité, et 
posons é 


on aura, à cause de +4 +1—=0, 


ANSE PONS TE 
Lie . 


D 





504. Le théorème démontré au n° 502 a- pour com-" 
plément la proposition suivante, qui n’a pas moins d’im- 
portance dans la théorie des équations : 


Tuéorime. — Soient 
(r) fx) — 0 


\ 
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une équation de degré n qui n'a pas de racines égales, 
et 


(2) Mori ri ioan) 


une fonction rationnelle des racines 6, %1, + .., Xn_s 
et des quantités connues, tellement choisie, que les 
N=—1.2.3...n fonctions qu'on en déduit par les sub- 
stitutions des racines aient des valeurs numériques ine- 


gales. Soient aussi 
( 3) ( V — O0 
[ ‘équation de degré N qui a pour racines les N valeurs 


de V, F(V) un diviseur irréductible de degré y du 


poly nôme F(V); désignons enfin les racines de l’équa- 


tion 

(9 F(V)=0 

par 

(5) L'ONU VE PR OR A EE 


Si les racines de l'équation proposée (1) sont repré- 
sentees par 


(6) Yo( Vo); Yi Vo) ..) PRO PIE 
elles pourront l’étre aussi par 
(7) Yo( Vi} bi(Vi), AA Yn—1 (Vi), 


V; désignant l’une quelconque des quantités (5). 


En effet, l'équation (1) admet par hypothèse la racine 
(Vo); on a donc f Y4(Vs) = 0, et, par conséquent, 
VA est racine de l'équation 


fx V) == O, 


Or V, est l’une des racines de l’équation (4) et, comme 
celle-ci est irréductble., tontes ses racines doivent satis- 
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faire à l'équation précédente : on a donc f #(V;)— 0, 
ce qui exprime que les quantités (7) sont racines de 
l'équation (1). ‘ 
Pour achever la démonstration du théorème énoncé, 
il reste à prouver que les quantités (7) sont distinctes. 
Je dis qu’on ne peut pas avoir Y4(V;) = #;(V;), si j est 
différent de k; en effet, si cette égalité avait lieu, V; se- 
rait racine de l'équation 


Pe(V)— #;(V)=o, 


laquelle admettrait alors chacune des racines (5) de l'é- 
quation irréductible (4); on aurait donc en particulier 


Dx(Vo)—%;(Vs) = 0, ce qui est contre l'hypothèse. 


CorozLaAirE. — Les substitutions 1, S,, So, ..., S,,, 
par lesquelles on passe de la permutation (6) des ra- 
cines Los Cp NL AOOLEU ES permutations (7), forment 
un système conjugué. En d’autres termes, les y permu- 
tations (7) constituent un groupe. 

En effet, on a V; —@{V;,), 0 étant une fonction ra- 
tionnelle; il s'ensuit que V, est racine de OV 
cette équation admet donc la racine V;, et O0(V;) est 
l'une des racines V4 de l'équation (4). Cela posé, dési- 
gnons par À; la permutation (7), on aura 


S; A9 = À; = ÿo 0( Vo)» #1 0( Vo) AU Yn—1 0( Vo); 
et, en faisant la substitution S;, 
S; Si A0 = Yo 0(V;}) ÿ 9(V;), Rrre Yn1 0(V;) 
= YolVz), di(Vx), ..., Ÿn-1(Vx)=S# 45, 


d’où 
S ; S; = Se 





= 


ns, 
QE RTE 


“ris 
5 
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SECTION V. 


LA RÉSOLUTION ALGÉBRIQUE DES ÉQUATIONS, 





CHAPITRE PREMIER. 


DES ÉQUATIONS DU TROISIÈME ET DU QUATRIÈME DEGRÉ. 
CONSIDÉRATIONS GÉNÉRALES SUR LA RÉSOLUTION ALGÉ- 
BRIQUE DES ÉQUATIONS. 


Résolution de l'équation générale du troisième degre. 


505. Mérnone DE Huppe. — Parmi les méthodes 
connues pour la résolution de l’équation générale du 
troisième degré, la plus simple est, sans contredit, celle 
de Hudde; c’est aussi celle que nous exposerons la pre- 
mière. 

Comme on peut toujours faire disparaître le deuxième 
terme d’une équation, nous considérerons l’équation 


(1) ai+pr +q—=0 

débarrassée du terme en x?. Posons 

(2) LT —=Y +3, 

y étant une nouvelle variable et z une fonction de y, 
que nous nous réservons de déterminer, de manière que 
l'équation transformée en y rentre, s’il est possible, 
dans les classes d'équations que nous savons résoudre. 
Remplaçons dans l'équation (1) x par sa valeur tirée 
de (2), on aura 


(r +2} +p(r +z)+g—=o, 


ce open di & 
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(3) (m+a+q)+(r+2)(3r2+p)=0. 


Si maintenant on détermine z par la condition 





37z7+p—0, 
ce qui donne 
P 
FTNET 
l'équation (3) deviendra 
jo 
pe à => 
Là 27 +q—o, 
ou 
P° 
(4) + gY— — —o. 


DT 


Cette équation en y peut se résoudre à la manière des 
équations du deuxième degré, car elle ne contient que 
les puissances y* et yf. Ensuite, quand y sera connu, 
on aura x par la formule 
P 
5 D —— — — 0 
(5) RE 
L'équation du sixième degré (4), à laquelle nous ra- 
menons ainsi l’équation proposée, a été nommée par 
Lagrange la réduite ou la résolvante de l'équation (1). 
Quoique cette résolvante ait six racines, la formule (5) 
ne donnera pourtant que trois valeurs de x, comme cela 
doit être. En effet, la résolvante ne change pas quand on 
#) LA . 
change y en — D en sorte que ses six racines forment 
ÿ 
trois groupes tels, que le produit des deux racines de 
2 


chaque groupe est égal à — À, et il est évident que la 
J 


formule (5) donnera la même valeur pour x quand on 
remplacera 52 successivement par les deux racines d’un 
même groupe. Cela va résulter, au surplus, de l’ex- 


EX 
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pression même des valeurs de x dont nous allons nous 
occuper. 


De l'équation (4) on tire cette valeur de y3, 


DA SAT RP ADET 


ou 
SES CENT 
en faisant, pour abréger, 
g° SE 
RL SE 
f “27 


enfin, on tire de l’équation (6) 


(7) = V/-1vE 


Cette expression, à cause des valeurs multiples des radi- 
caux, donne les six racines de l’équation (4); mais nous 





admettrons, dans ce qui va suivre, que — . + VR 
HE. seulement l’une des trois racines cubiques 
de — 1 + AUD: ce sera celle que l’on voudra, mais ce 


sera toujours la même; en sorte que, si « et 6 désignent 
les deux racines cubiques imaginaires de l’unité, les 
six racines de l'équation (4) pourront être représentées 


8) Q/=TÆVR «Q/R 6/2 TVR 


Et comme, des deux radicaux 


3 q —_ 3 q _ 
/- a TS VR, / 2 Ve, 


le premier nous représente, par notre convention, celle 
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des trois racines cubiques de + VR que nous vou- 
2 
drons, le second également celle des trois racines cu- 


biques de — È — VR que nous voudrons, et qu’en outre 


3 
leur produit a pour cube — 7, nous pouvons choisir les 
27 | 


valeurs de ces deux radicaux de manière que leur pro- 


. LJ ? « 9 
duit soit égal à — À; on aura alors 


3 
Tan 


Si maintenant on porte, dans la formule (5), chacune 
des valeurs (8) de y, en se servant de la formule (9) et 
en se rappelant que «6 —1, on obtiendra les valeurs 
suivantes de x : 


Vs or 





VR = 


D IQ 
# 


(9) 1 — 
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Ces trois racines de l'équation (1) peuvent être repré- 
sentées par la formule unique 


(10) = (/1+vn+(/ TVR 


dite formule de Cardan, pourvu qu’alors on laisse aux 
radicaux cubiques toute leur généralité, mais qu'on n’as- 


socie ensemble que les valeurs de ces radicaux qui donnent 
#] 


un produit égal à —£. 

.S1, dans la formule (10), on combine chaque valeur 
du premier radical cubique avec chaque valeur du se- 
cond, on aura en tout neuf valeurs de x, qui seront les 
racines des trois équations 


+px +qg—=o, 
a + pax + q—=O, 
a$ + px + q —0, 


ainsi qu’on s’en assure aisément en faisant disparaître 
les radicaux de l’équation (10). 


506. L'analyse qui précède s’applique à tous les cas, 
quelles que soient les quantités p et 4, réelles ou imagi- 
naires. Nous allons ajouter quelques détails relaufs au 
cas où les coefficients sont réels. 


DiscussioON DE LA FORMULE DE CARDAN. nn et q étant 
des quantités réelles, supposons R > 0, ou 


fp°+ 279 > 0; 
les deux radicaux qui figurent dans l'équation (10) auront 
chacun une de leurs trois valeurs réelles. Désignons 


par À la valeur réelle du premier, par B celle du second; 
les trois valeurs du premier radical seront 


A, Ac, A6, 


| ? « 
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celles du second seront 
B, Ba, B6; 


et, comme les valeurs des deux radicaux qu'il faut 
prendre ensemble doivent avoir un produit réel, on 
aura, pour les racines de l’équation (1), 


AU 
Aa + B6, 
A6 + Bu. 
D'ailleurs, 


TÉRINES À \1 Via 
Ton ia Hene EN EORS 


les trois racines de l’équation (1) seront donc 


AB, A—B + 


ALP Pete ce V3: 
2, 2 








Ainsi, dans ce cas, l’équation (1) a deux racines ima- 
ginaires. 
Si l’on a R = 0, ou 


Apÿ+ 27q° = 0, 


il en résulte B — A; alors l’équation (1) a ses trois ra- 
cines réelles, mais deux de ces racines sont égales entre 
elles. 

Supposons, enfin, R< 0, ou 


4p° + 279qg°<o; 


chacun des radicaux qui figurent dans la valeur de x 
aura ses trois valeurs imaginaires; mais il est facile de 
voir que l’équation (1) a ses racines réelles et inégales. 
Soient, en effet, 


A+BV—1, «(A+By—1), 6(A+BY—1) 
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les trois racines cubiques de l'expression imaginaire 
q D , . . . . . , q 
— = + VR ; l'expression imaginaire conjuguée — + —R 
; + VA; l'exp 5 Comines 
aura évidemment pour racines cubiques 
A—BY—r, 6(A—BY—1r), a(A — BY—1); 


et, comme les valeurs des deux radicaux qui composent 
la valeur (10) de x doivent avoir un produit réel, on 
aura les trois valeurs suivantes de x : 


CAB ET) EU A EP Tr) 
alA + BV=-r) + EtA BV Tr), 


E(A+BV—r)+ (A —BY—1); 
ou, en remplaçant « et 6 par leurs valeurs, 
DASNDA CRU 1 A BV 


L’équation (1) a donc ses trois racines réelles, comme 
nous l’avions annoncé, et il est très-facile de montrer 
qu’elles sont inégales. 

En effet, on ne peut avoir d’abord 


—A+By3——A-—RB43, 
car il en résulterait B— 0, et la quantité — 7 + VR serait 


égale à la quantité réelle A°, ce qui est contre l’hypo- 
thèse. On ne peut avoir non plus 


2A——A TB V3, 
car 1l en résulterait B — + A V3; par suite, 


A+BV—1—A(1+ÿ/—3)—— 92%, 
et 


D IR 


+ VR = — Bai — — BA, 
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ce qui est encore contre l'hypothèse, puisque le second 
membre est réel. 

Le cas que nous examinons ici est fort remarquable ; 
car, bien qu’alors les trois racines de l'équation du troi- 
sième degré soient réelles, la formule de Cardan pré- 
sente leurs valeurs sous une forme compliquée d’imagi- 
naires ; et si, pour faire disparaître ces imaginaires, on 
cherchait à mettre les: radicaux cubiques qui entrent 


dans la formule de Cardan sous la forme À + Bÿ—1, 
on trouverait que les quantités À et B dépendent d’une 
équation toute semblable à la proposée. L'équation en À, 
par exemple, aurait ses trois racines réelles, et l’on 
trouverait, par conséquent, une expression de À égale- 
ment compliquée d’imaginaires. C’est pour cette raison 
que le cas dont il s’agit ici a été nommé cas irréductible. 


507. Ainsi la formule de Cardan ne peut servir à la 
résolution zumérique de l'équation du troisième degré 
que si une seule racine est réelle; mais, dans le cas 1rré- 
ductible, l'équation se résout très-simplement par le 
moyen des fonctions circulaires. Si l’on pose, en effet, 

q° 3 


APE —— p?sinw, — 


27 


a 


— P COSw, 


D IQ 


la quantité o et l’angle w seront déterminés par les for- 
mules 


lé 


LSrnt 2 
= P 8 COSOD= — 7) 
27 Ve 











et la formule de Cardan donnera 


x —= 2 (Vcoso y ÿ—1sino + \osa NRA 
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sj— PES QC? 4 = 
Ve désignant une quantité réelle; on a d’ailleurs 


7 wo +2Âr — wo 9 /Tr 
Vcosw — V—1 SIN = COS —— — Vent UT SRE PRET à 
3 9 
PR = | en MAR ATE 
bio ÿ—1 SIN —= COS ——— AUOT Se 3 


où Æ a l’une des trois valeurs o, 1, 2. On doit donner à À 
la même valeur dans ces deux formules, car il faut que 
le produit de leurs premiers membres soit réel; on aura 


donc 
o+2/r 
3 ? 


ee 


et les trois racines de l'équation seront 


o+2T 3,— © + 4T 


2 Vp cos = 2 Vp cos 2 ÿp cos 
RTE au 


2 
3 
On pourra, dans chaque cas, calculer par logarithmes 
les trois racines dont nous venons de donner l’expres- 
sion. 


908. Méraope DE Lacrancr. — Considérons l’équa- 
tion complète du troisième degré 
(x) x$+ Pr'+<Qr+R—=o, 
et désignons par Zo, X1, Æ2 ses trois racines. D’après la 
théorie exposée aux n° 501 et 502, on pourra déter- 
miner les racines æo, X1, 2, si l’on parvient à connaître 
la valeur d’une fonction quelconque de ces racines, tel- 
lement choisie, cependant, que les six valeurs qu’elle 
peut prendre par les 1.2.3 substitutions de xo, 1, 
X2 soient différentes. La méthode de Lagrange, que 
nous allons exposerici, consiste à déterminer directement 
la valeur d’une fonction linéaire des trois racines, telle 
que 


(2) t= xo + Ar; + Br, 
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où À et B désignent des constantes quelconques, et à dé- 
duire ensuite de cette fonction l'expression des racines 
elles-mêmes. 

Si l’on exécute sur les indices o, r, 2 toutes les sub- 
stitutions qu'ils comportent, on obtiendra les six valeurs 
suivantes de la fonction t : 


Lo — To + Az, + Bz, 
= ro + Ars + Bri, 
lo —= Li + Ars + Bro, 
t3 = Zi + Az + Bz:, 
t = Lo + Aro + Bi, 
\é — Te + Ari + Br, 


et cette fonction t dépendra de l’équation du sixième 
degré 


(4) (t—t)(t— 4) (#— re) (t—e)(t—t)(t—t4)—=0, 


que l’on ramènera au deuxième degré, si l’on peut dis- 
poser des constantes indéterminées A et B, de manière 
qu’elle ne renferme que la sixième et la troisième puis- 
sance de t. Il faut et il suffit, pour qu'il en soit ainsi, 
que, t désignant l’une quelconque des racines de l’équa- 
tion (4), « une racine cubique imaginaire de l’unité, 
at et æ?t soient aussi racines de l’équation (4). Voyons 
si cette condition peut être remplie. D’abord «ts et 
«?t, ne peuvent être égaux ni à ts, ni à ts, ni à ts, lors- 
qu’on regarde xs, X1, X2 comme des indéterminées, car 
autrement on aurait & —1; il faut donc que l’on ait 
to Ne =; 
ou 


Ces deux dernières équations équivalent aux précédentes, 
puisque rien ne distingue les racines « et «? l’une de 


SECTION V. — CHAPITRE I. 461 


l’autre ; nous adopterons les précédentes, etcomme celles- 
ci doivent avoir lieu, quelles que soient x6, æ1, 2, nous 
en déduirons les valeurs suivantes de A et de B: 


Dies B-r22 

Il arrive alors que, À et B ayant ces valeurs, on a aussi 

med, Cause 
en sorte que, si l’on prend pour valeur de t 

LE Lo + AL + u? Lo 
l'équation en t aura pour racines 

OR A TA LE Gr te, 

et elle sera, par conséquent, 


(#3 — #5) (45 — #) — 0, 


! 
ou 


(5) — (+) Has —o, 


en faisant 
bb = Lo + a Xi + Le, 
(6) h = Lo + ri + AT; . 
ce qui s'accorde avec les résultats généraux que nous 
avons obtenus au n° 494. 
Lorsque les valeurs de #, et t, seront connues, celles 
de xo, 1, x le seront aussi; on a, en effet, 


(7) — P= x + + 


et, en ajoutant les équations (6) et (7), 1l vient, à cause 
de «?+a+i—=o, 


. — P+t +t 
(8) Xo = 0 1, 


3 


Pour avoir x,, il faut ajouter les trois équations (6) et (7), 
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après les avoir multipliées respectivement par æ*, « et1; 
on a ainsi 

ee P —- a? do —- a di 
(9) CE ETS 2 re 


et enfin on obtient la valeur suivante de x2, 


— P+ at, + ot, 
(ro) Le = © © —© 

3 
en ajoutant les équations (6) et (7), après les avoir res- 
pectivement multipliées par «, «? et 1. 

Tout est donc ramené à résoudre l'équation (5), qui 
est alors une réduite ou une résolvante de l'équation pro- 
posée. Cherchons d’abord à exprimer les coefficients de 
la résolvante par ceux de l’équation proposée, ce qui est 
possible, puisque ces coefficients 15 + t' et 151? sont des 
fonctions symétriques des racines. 

) q 

Si l’on multiplie les deux équations (6) l’une par l’autre, 

et qu’on ait égard à la relation &?+ à +1 = 0, il vient 


ba = ri HaAi + Xi — Loi — La — La X9 
= (20 + 2 + do) — 3 (rod + T1X2 + Lex); 
et, par conséquent, 
(11) tot — P? — 3Q; 


si, enfin, on ajoute les deux équations (6), après les avoir 
élevées au cube, on obtient 


B+—a2(xi+xi+x;) 


— 3 (248% + Lite + Lite Hat dit 222 + r17) F12% 47 
—=3(r,+ ri +r)— (10 +2 tm) + 18722 | 
— 2P GPO = 25h; 
la résolvante (5) devient donc 


8— (— 2P° + 9PQ — 27R) 8 + (P? — 3Q}° —0. 
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En posant 
1%— 0 


elle se réduit à l'équation du deuxième degré 
62 — ({— 2P5 + 9PQ — 27R)0 + (P? — 3Q )f — 


et, si l’on nomme 6, et 8, les deux racines de cette équa- 
tion, on aura 


ALTER VOTE ; 
Les équations (8), (9) et (10) deviennent alors 


— P + Vo + Va 
CPAM AL I A 1 


— P + à V0, + « V6, 

LT = ———— ,—— 3 
3 
= Re 





3 ? 


3 FRA . 
on prendra pour V8, l'une quelconque des trois valeurs 
de ce radical, mais la même dans les trois formules : 
A = 3/: Là D , 
quant à l’autre radical V6,, sa valeur est déterminée 


quand on a fixé celle de V@o car l’équation (11) nous 
donne 


EN MG Pie 30. 


Il suit de là que les trois racines pourront être représen- 
tées par la formule unique 


D PA OO 
= — 9 


3 


qui n’a que trois valeurs distinctes, si l’on EDR que 
Le -3Q. 


0 


V8, y est mis, pour abréger, à la place 18e _ 
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509. COMPARAISON DES DEUX MÉTHODES PRÉCÉDENTES. 
— La méthode de Lagrange, que nous venons d’expo- 
ser, est moins simple que celle de Hudde; mais elle est 
plus directe. Toutefois, ces deux méthodes fournissent 
la même résolvante, et nous allons voir qu’on est natu- 
rellement conduit à la méthode de Lagrange, en étudiant 


à fond celle de Hudde. 


Reprenons l'équation générale du troisième degré 
(1) 2 +Pr+Qr+R—o. 
Pour appliquer la méthode de Hudde, on commence par 


faire disparaître le deuxième terme, en posant 


T—=— >+x, 


3 
ce qui ramène l'équation à la forme 
(2) æ+pza +q—=o; 


on pose ensuite 


et l’on obtient enfin cette résolvante, 


| 6 RES PAT IEE 
(3) +4) RER 


Cela posé, si yo désigne l’une des trois racines cu- 
. ( : 2 
biques de — 7 + V? Si y. celle des trois racines 


L q TURN | 
cubiques de — mÈTE VE +- ja qui, multipliée par yo, 


AP 
3 





donne pour produit . les six racines de l’équa- 
P P 


tion (3) seront 


. 2 : 2; 
Vos AŸos Fos Vis Ai € J'19 


æ À L 
dE at Pet 
LE VF NRSRLE 


AT RER a as 
de" dde 4 F MEET he “HA 1 SP ; u 3 
Ve L'AeR à » 4 h si! °# ÿ si L A ' . 
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et celles de l'équation (2) 
Yo Fu Joe Jun Yo + 4 Ji; 


par suite, en appelant xs, x, x2 les trois racines de 
l'équation (1), on aura 


1% 

Lo— — 3 ef ARE t 
P 

Li — — a + Yo + ai 
P 

LEE Pre RAY Lars 


Si l’on ajoute ces équations, après les avoir respective- 
ment multipliées d’abord par 1, æ, «?, puis ensuite par 
1, &?, æ, 1l vient 





nr 3 
Lot CRE A IA Le 
V1 — 3 


On voit par là que la méthode de Hudde revient, au fond, 
à former une résolvante en Ÿ dont la racine ait pour va- 


leur 
Lo + A Xi + X 


3 





? 


et que cette résolvante ne diffère de celle de Lagrange 
que par le facteur 3 qui divise les racines. 


510. Méruones DE TscairNAUs ET p’EuLer. — Nous 
‘avons exposé au n° 190 la méthode générale de Tschir- 
naüs, pour faire disparaître d’une équation autant de 
termes que l’on veut. Il en résulte une méthode pour la 
résolution des équations du troisième degré; mais nous 
n’ajouterons rien 1Ci à Ce que nous avons dit à ce sujet 


au n° 191. 
S.— Alg. sup., IL G 30 
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La méthode d'Euler ne diffère que dans la forme de 


à 


celle de Tschirnaüs. Elle consiste à éliminer y entre 
deux équations de la forme 


ay? +by+c=zx, = d, 
et à identifier l'équation finale en x avec l'équation pro- 
posée; la résolution de celle-ci s’ensuivra évidemment. 
On peut disposer, à volonté, de la valeur de l’une des 
indéterminées a, b, c, d; on peut faire, par exemple, 
a'—1ou d—\1r. 


Des équations du troisième degré dont deux racines 
peuvent s'exprimer rationnellement en fonction de la 
troisième racine et des quantités connues. 


911. Si l’on désigne par x, x,, x, les racines de l’équa- 
tion du troisième degré 
(x) x + Prx? + Qx+R—=o, 
le produit 
A—(r—r)(x— x) (rx — x) 
des carrés des différences des racines aura pour valeur 
(n° 179) 
A——(4Q5+ 27R?) + 18PQR + P?Q°? — 4PR. 
Cela posé, en multipliant par x, — x: l'identité 
Va— (x — x) (te — Xa) (X2 — Ti); 
il vient 
(x, — %2) VA = [(as — x) (ai — 2) ][(xs — x) (xs — )] 
ou 
(z1 — 2) VA — (3x? + 2Pzx, + Q) (37° + 2P x + Q) 
= 9gx?x; + 6Prixi (rs + 22) + 3Q (x + 22) 
+ (4P? —6Q) z1x2 + 2PQ (x + 22) + Q*; 


bi Moine ENTREE 
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on a d’ailleurs 
(2) Ti +r = — x —P 
et 
= Nr Fr) r + QT RP EE 0; 


en faisant usage de ces formules, on trouve 
(x, — 2) VA = 9x* + 12Pa$ + (15Q + P°) x? 
+ (10PQ — 2P°)xr +(4Q° —P°Q). 

On peut ramener cette expression au deuxième degré, 
par le moyen de l'équation (1), etil vient alors 

(as — 3) VA — (6Q — 2P?}z2? —(9R — PQ +2P#)x 

+ (4Q? — P°Q — 3PR). 
On voit, par les équations (2) et (3), que les racines 


x, et x2 seront égales aux deux valeurs de X tirées de la 
formule 


(3) 


D LE nn à ot O2 VAE 


+ (4Q° — PQ —3PR — P VA)|, 


en y donnant successivement au radical VA ses deux va- 
leurs. 

Il résulte de là que, si l'on comprend ce radical VA 
parmi les quantités qu'on regarde comme connues, les 
racines x, et x, s’'exprimeront par des fonctions ration- 
nelles de x et des quantités connues. 

On peut aussi représenter ces racines par des fonctions 

- rationnelles et linéaires de x, en suivant la marche indi- 
quée au n° 183. Effectivement, si l’on divise le premier 
nombre F({x) de l'équation (1) par l'expression (4) de X, 
que l’on désigne par V le quotient de cette division et 
par — U le reste, on aura 


0—F(r) — VX —U, 
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d’où 


X— %: 


On trouve, en faisant le calcul, 
2ÿA.V —=(6Q— 2P°)}x+(9R — PQ + VA), 
2WA.U—= —(9R = PQ=VA) x + (20 N6PI0 


ar conséquent, si l’on pose 
P q , P 


2 V/A 
HART Es, 
0 2Q 6PR 
7 2 /A 
Al 6Q — 2P° 





y 


Va 


\ 2 VA 
l'expression de X sera 
ax + b 
RE 79 
a x + b' 


et l’on en conclura les racines x, et x, en donnant au 
radical /A ses deux valeurs. Mais quand on change (/A 
en — A, a et b’se changent l’une dans l’autre, tandis 
que bet a’ se changent en — & et — «'; donc on peut 
écrire 
ax + b LIT ET À 
AZ —— >) Lo 70 
$ ax + b' F — À Æ + à 
On üre des équations (5) 
(6) a+b=1, ab — ba —\x1, 
et il en résulte que, si l’on pose 


(7) a ax +b 


—— 4 
Le D: 





DL ENS 5 à 0e AN CRIE PERRET ONE A0 EN € Va Ar 
AA ATP EE A : } ? + | ; 


HE L : 1 
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on aura 
b'xr —. b 


—a'r+a 


(6) 0? x — 





, QE Er 


6x, 63x étant mis au lieu de 00x et 092x. 
Les racines de l'équation proposée peuvent donc être 
représentées par 


J'ajoute que, si une fonction linéaire 
ar + 6 


a x CRUE 





AGE 


dont le déterminant 46/— 6x peut toujours être supposé 
égal à r, représente l’une des racines, 0x par exemple, 
on aura identiquement 

p (æ) EAUTS 
c’est-à-dire 


ps ‘ 


am Ha, 6H, «—=—+a, +, 


En effet, l'équation proposée étant irréductible, elle 
ne peut pas avoir une racine commune avec l’équation 
px = 0x qui est du deuxième degré, à moins que celle-ci 
ne soit identique. 


912. Nous avons rencontré au n° 166 une équation du 
troisième degré dont les racines se développent en des 
fractions continues susceptibles d’être terminées par un 
même quotient complet. 

L'analyse qui précède nous fait connaître toutes les 
équations du troisième degré qui possèdent cette pro- 
priété. En effet, pour que deux irrationnelles x et x, 
soient développables en des fractions continues terminées 
par les mêmes quotients, il faut et il suffit (n° 16) que 
l’on ait 

ax + b 


Li ————————— 
i , 
a x + b' 


479 COURS D'ALGEBRE SUPÉRIEURE. 


a, b, a', b' étant des entiers positifs ou négatifs satisfai- 
sant à la condition 


ab' ba = 7, 


Si l’on applique ce résultat à deux des racines de l’équa- 
tion (1), x et 0x, ou x et 8x, on voit que la condition 
relative au déterminant est satisfaite quand on exprime 
8x ou 8x par les formules (5), (7) et (8); donc, pour que 
les fractions continues dans lesquelles se développent les 
trois racines aient un même quotient complet commun, 
il faut et il suffit que les formules (5) donnent pour 4, b, 
a’, b' des valeurs entières. 

Les deux dernières équations (5) peuvent être rem- 
placées par les équations (6), et celles-ci donnent 


l'a 07 


(a) bia, b—=— ——————; 


a 


en même temps on a, par les deux premières équa- 
tions (5), 


(10) OR — PQ —(1— a) A, 3Q — P? -— a! YA, 
et l'expression de À peut être mise sous la forme 


9A—— 3(9R — PQ} + 4{P(9R — PQ) (3Q — P?) 
— ÂQ(3Q — P°}. 


Des équations (10) et (11) on tire 


(11) 


3{1—a+a)  1—2a 
ru me Te 





(12) MUC 
a a? 


nr quantité P demeure indéterminée. 


Pa 


+. 2 
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D’après cela, la forme générale des équations dont 
nous nous OCCupons est 


/ a + 2 its 
| «+ pat+ EE ;. ètre | h 
a'? a 
fi | (—i+2a)(1- a+ a?) a(—1+a) 
\ a a 


P désigne une quantité réelle quelconque, rationnelle ou 
irrationnelle ; & est un nombre entier positif ou négatif 
quelconque; enfin a’ est un diviseur positif ou négatif 
quelconque du nombre 1 — a + «?. 
L’équation 
Æ—1x+71—=0, 
dont nous nous sommes occupé au n° 166, répond aux 


valeurs 
PS0 ta 4, mat -53, 


Résolution de l'équation générale du quatrième degré. 


913. Méraope DE Ferrari. — La méthode la plus 
simple pour résoudre l’équation du quatrième degré est 
aussi la plus ancienne; c’est celle de Louis Ferrari : elle 
consiste à faire en sorte que les deux membres de l’équa- 
tion soient des carrés, et elle ramène, en conséquence, 
la résolution de cette équation à celle de deux équations 
du deuxième degré. 

Soit l'équation 
(1) At + pas + qu +rx +s—O; 
en ne conservant dans le premier membre que les deux 
premiers termes, elle devient 


LH pa = — qu — 1x — 5, 


: Fe na 
et, en ajoutant aux deux membres ——;, afin que le pre- 


4 
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mier membre devienne un carré, 


(2) (tbe) = le — ) 2? — rx — 5. 


Mise sous cette forme, l'équation proposée se résoudrait 
immédiatement, si le second membre était un carré: car 
il suffirait alors d’extraire la racine carrée des deux 
membres, et l'équation serait abaissée au deuxième degré. 
C'est à ce cas particulier que la méthode de Ferrari ra- 
mène tous les autres. 

Désignons par y une quantité indéterminée, etajoutons 
aux deux membres de l'équation (2) la même quantité 


2 


(= —+- F #)r + 1e 
2 4 
il viendra 


AT LEE 2 Pape HER 
(r+lr+2)= G TS rt 5 rx + G $ 


/ 


Maintenant, déterminons y, de manière que le second 
membre de l'équation (3) soit un carré. Il suffit, pour 
cela, que l’on ait 


(4) — qq} +(pr—4s)y —s(p—4q) — r°—0;: 


ou 


et, si l’on connaît une seule racine de cette équationeny, 
la résolution de l'équation proposée (1) s’ensuivra immé- 
diatement, car l'équation (3), qui est la même que (1), 
‘peut s’écrire comme il suit : 

PA 742 


PER 


Î 


2 


2 2 2 
apre+t) (Pl 


; Gus) 


pe. avr or. Te + PT. 
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et elle se décompose dans les deux suivantes, qui sont 
du deuxième degré : 


| CAEN 
2? 2 
D 2 : 








PY 
P° 
2 + 
| AUTRE, 





PT 
dés, ) P°? » 2 
dé CE CALE): T + NUE SUR 


L'équation (4), qui est du troisième degré, sera donc 
ici la réduite ou la résolsante de l’équation (1). Nous 
avons vu qu’on peutexprimer par des radicaux les racines 
de l'équation générale du troisième degré ; il s'ensuit que 
l’équation du quatrième degré a la même propriété, car 
les équations (5) donneront les quatre racines de l’équa- 
tion (1) en fonction des coefficients et d’une racine quel- 
conque y de la résolvante. 


514. Érune DE LA résozvanre. — Nous venons de 
voir que les quatre racines de l’équation proposée peu- 
vent s'exprimer en fonction d’une seule racine de la 
résolvante : nous allons étudier à son tour cette résol- 
vante, et examiner de quelle manière ses racines sont 
composées avec celles de la proposée. 

Désignons toujours par y une racine quelconque de 
la résolvante, et par xo, Zi, Xe, x les quatre racines de 
l'équation proposée, savoir, par x, et x, celles qui appar- 
tiennent à la première des équations (5); par x, et x 
celles qui appartiennent à la seconde. On aura alors 


PE Pr 


— — 7} — 


LÉ [ A 
éme 





Loto — + LiTa—=—— 


PR mile 8 
2 
AVE dut nu 
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et, en ajoutant, 
d£ LA Lo Lo —+- T; CEE 


La résolvante a donc pour racine la fonction 
Lola + LiT3 


des quatre racines de la proposée, fonction qui n’a effec- 
tivement que trois valeurs, par les substitutions des ra- 
Cines. 

Posons 


n° a ê P? 
(frame 3) —- —q+7, dou n= 7 (D 4): 
Î 4.) V4 


la résolvante en y se transformera dans une équation 
en {, qui sera du sixième degré, mais qui ne contiendra 
que des puissances paires de t. Cette équation ne sera 
pas plus difficile à résoudre que l’équation (4) et l’on 
peut la prendre pour résolvante à la place de celle-c1. 
Les équations (5), dans lesquelles se décompose l’équa- 
tion proposée, deviennent alors 





P Ê ei \ 
P+t LÉ DE 2 A qe 
2 Pas LEE ie fl LE NDS FIIIRENTECRERESSSES 
À +( 2 }+2( gts) pt É 
PE De ) 
| fs +q)—7r 
=? red 2 9 : 
#+(2 je+ 1 +o) 4iqut Len 
2 2\4 4 21 


et l’on en déduira les quatre racines de la proposée, si 
l’on connaît une seule racine de la résolvante en t. 

Les équations précédentes ont pour racines, la pre- 
mière Zo et Lo, la seconde x, et x;; on a donc 


D) + d D — 
RE , + = — 








Lo + Les — ? 


et, en retranchant, 
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Telle est l'expression de la racine de la résolvante en t. 
C’est une fonction linéaire des racines de la proposée, 
qui peut prendre effectivement six valeurs égales deux à 
deux et de signes contraires, par les substitutions des 
PR TDi, Lo, Ts. 


919. Méraope De LAGRANGE. — D'après la théorie gé- 
nérale que nous avons exposée aux n° 01 et 502, on peut 
exprimer rationnellement les quatre racines de l’équa- 
tion du quatrième degré par une fonction de ces racines 
telle, que les 1.2.3.4 valeurs qu’on en déduit par les 
substitutions soient différentes. Une pareille fonction 
dépend d’une équation du vingt-quatrième degré; mais 
nous venons de voir, par l'analyse de la méthode de Fer- 
rari, qu'il suffit, pour résoudre l’équation du quatrième 
degré, de connaître une fonction des racines qui ait seu- 
lement trois valeurs distinctes, ou six valeurs égales 
deux à deux et de signes contraires. 

La formation directe de l’équation dont dépend une 
pareille fonction des racines de la proposée et la déter- 
mination subséquente de ses racines constituent une 
nouvelle méthode due à Lagrange, et que nous allons ac- 
tuellement développer. 

Soit l’équation 


(1) + paÿ + qu? + ræ + s— 0, 


et désignons par Zo, Xi, Xe, Xs ses quatre racines. La 
fonction la plus simple de ces racines, parmi celles qui 
ne peuvent acquérir que trois valeurs, estxo Le + X1X3; 


posons donc 
Ville + Ti T3 


et commençons par chercher la valeur de y, ou plutôt 
l'équation du troisième degré dont dépend cette quantité. 


RE LS © Sn NL  ,  -; & - 
' L ; nl | . # q yvs fu Xe) 
+ Luce À PUR No 
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Soient ÿ9,.Y1,.2 les trois valeurs que peut acquérir y, 
en aura 





et l'équation en y sera 





(2) — 0471492) + 0oT1+T0I2 Ha) —Y07192= 0: 


Les coefficients de cette équation (2) sont des fonc- 
tions symétriques des racines de l'équation (1) et ils 
peuvent, en conséquence, s'exprimer par les coefficients 


Pr q5iT AS ONEA 


X Tor oder NiJ'a 
| = (ro + +2 + rs) (rodide + ro2i Ts + ToTaTs + M TaTs) 
— À LoTitels 
Ÿ =pI — 4s, 
* Jo 1Y2 — lol Lits 


X (rot rates) — (rod + ro trors Hit ds ts)] 


F + 


- La 2 


—=s(p—49)+r; 
l'équation résolvante en y est donc 
(3) p°—gy+ (pr —4s)y —[s(p?— {q) + r?] 10: 


Nous savons résoudre cette équation, qui est du troi- 
sième degré; voyons maintenant comment on obuendra 
les valeurs des racines x), Xi, Lo, XL. 
Soit y, une racine quelconque de l'équation (3), on 

aura 

Lo Lo  L1E3 — V0; 
d’ailleurs 

TG Te Xi T3 Ta = S; 


doncx,x:etx, zx; sontles racines de l'équation du second 
o T2 ' 
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degré 

(4) 2 — Y2+$—O. 

Soient z, et z, les racines de cette équation (4), on aura 
connaissant ainsi les valeurs des fonctions xoXo et XX, 
on voit de suite qu’on doit en déduire rationnellement les 
sommes Lo + Le et Li + 3, qui sont des fonctions res- 


pectivement semblables à xoyxe et x, 3. On a effective- 
ment | 


Ty 3 (Lo + Lo) + Loto (Ai HZ) = —7, 
ou 
Z; (æo +2) + zo (ri + r;) Fr; 1 
d’ailleurs 
(ro + a) + (mi + mm) =— p, 
donc CNE 7 
HS PER TN : Mare rt 
D D EE re 9 CE LS — 
3; rs Zo 2] fr si Z, 


Connaissant x, + %o et Lo Lo, Li + Ls et Xi 3, on 
peut former deux équations du deuxième degré, ayant 
pour racines, la première x, et x+, la seconde x, et x3, 
et le problème peut être regardé comme résolu. 

516. On résout plus facilement l'équation du qua- 
trième degré, en prenant une résolvante dont la racine 
soit une fonction linéaire des racines de l’équation pro- 
posée, ayant six valeurs égales deux à deux et de signes 
contraires. 

Soit 

PS Eoier En Pa =: La; 
cette fonction ayant six valeurs, elle dépendra d’une 
équation du sixième degré; mais parce que les valeurs 
de t sont égales deux à deux et de signes contraires, l’é- 
quation s’abaissera au troisième degré, en posant 1? — 0. 
On peut former directement l'équation en 8, puisqu'on 
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connaît la composition de ses racines; mais on peut aussi 
la déduire de la résolvante (3) én y. Il est facile, en effet, 


de voir que l’on a 
q 


0 pr" 
JS — dr da, 


et la résolvante en 0 est 


p_(3pt— 8e 
(5) + (3p* —16p? q +16q?+16pr—64s)0 
— (p°— pq +8r} = o. 


On pourrait exprimer les quatre racines x9, Xi, Lo, T3 
de la proposée par une seule des racines 0 de cette équa- 
tion; mais on obtient des résultats plus simples en em- 
ployant les trois racines. 

Soient 8,, 0,, 6, les trois racines de l'équation (5), on 


aura 
È | Lo Li Lei Va 
ve , Ve5(6) ME DEme . 
y | Lo — La + Ti — T9 — V0; 
? d’ailleurs 
(1) Lo TU Le + T3 —= —P; 


et les équations (6) et (7), qui sont du premier degré, 
donneront les valeurs suivantes des quatre racines ! 


ST CN ON CARENER 
= PEHANBIEEN EF Ver 


To — ñ 


PL P == V4 ==. VS + V0, (2 
Li — : FORME. ST 
(8) Qi 


— pH .Ve; — 0, 
4 ü a 2 


 —p—Vés+ Vas — Vla, 


La — 





Lo — 
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Ces quatre racines peuvent être représentées par la for- 
mule unique 
PI V 60 + V6 5 Ver, 





(9) D 


puisque chaque radical a deux valeurs égales et de signes 
contraires. Mais ici se présente une difficulté, car l’ex- 
pression de x, donnée par la formule (9), a huit valeurs, 
tandis que l’équation proposée ne peut avoir que quatre 
racines. Il est aisé de faire disparaître cette ambiguïté; 
on peut prendre à volonté l’une des deux valeurs de V8 
et de V0: ; mais quand on a fixé ces valeurs, celle du 
troisième radical V6: se trouve par cela même déter- 
minée. En effet, en multipliant les trois équations (6), 
on trouve 


“HOUSE 
+ 2(%0 io + do Li 3 + Lo Lo T3 + T1 Le 3) 
— fo(ri + x + ri) — mx + xi + ri) 
— La(xi+ri+xi)—æs(xi+x?+ x) 


pis AD ee 3 2) To Li Lo —Ÿ 2,9 2 


= — p°+4pg — 87, 
d’où 
(ro) Ve RAARS èr 
V% VA 

Il résulte de là que la valeur de x, donnée par la for- 
mule (9), a précisément quatre valeurs, et que cette for- 
mule fait connaître, en conséquence, les quatre racines 
de l'équation proposée. 

Il est important de remarquer que le succès des mé- 
thodes de Ferrari et de Lagrange est dû à cette seule.cir- 


Damme memes a Ve dd ro sé sat a mt 


constance LAUER l'o: on peut for mer des s fonctions de AS e 


Pile, qui n’ont que trois valeurs. 11 


A mt mm de te dr 
es ETES en DRE ip 
ans ht eh mer pme M Sr 


480 COURS D'ALGEBRE SUPÉRIEURE. 


517. La discussion des cas particuliers de l'équation 
du quatrième degré n'offre aucune difficulté. Les for- 
mules (6) ou (8) donnent immédiatement les résultats 
suivants. 

1° Si la réduite a deux racines égales différentes de 
zéro, la proposée a deux racines égales; les deux autres 
racines sont différentes de celles-ci, et différentes entre 
elles. 

, 2° Si la réduite à deux racines nulles, la proposée a 
deux couples de racines égales. 

3° Si les trois racines de la réduite sont égales entre 
elles et différentes de zéro, la proposée a trois racines 
égales. 

4° Si la réduite a trois racines nulles, les quatre ra- 
cines de la proposée sont égales entre elles. 

Lorsque les coefficients p, g, r, s sont réels, la nature 
des racines de la réduite fait connaître celle des racines 
de la proposée 

Si les trois racines de la réduite sont réelles, et qu’au- 
cune d'elles ne soit négative, 1l est évident, par les for- 
mules (8), que les quatre racines de la proposée sont 
réelles; si au contraire la réduite a une ou deux racines 
négatives, les quatre racines de la proposée sont imagi- 
naires : toutefois deux de ces racines deviennent réelles 
et égales lorsque la réduite a deux racines négatives 
égales entre elles. Le dernier terme de la réduite (5) 
n'étant jamais positif, cette réduite ne peut avoir une 
seule racine négative que dans le cas où elle a une racine 
nulle. Si la réduite a deux racines imaginaires, on peut 


supposer que, dans les formules (8), V6 et VER soient des 
imaginaires conjuguées, et que V0 soit réelle; on voit 
alors que la proposée a deux racines réelles et deux 
racines imaginaires. 
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018. Mérnaones De Descartes, DE TscHirnAus et 
p'Euzer. — La méthode de Descartes consiste à iden- 
üfier l'équation proposée 


xt + pas + qu +rx+s—=o 
avec cette autre 
(a+ fa +g)(a + fa +g)—o, 


dont les racines peuvent être considérées comme connues. 

Au lieu d'employer la méthode des coefficients indé- 
terminés, comme fait Descartes, on peut exprimer que 
x?+ fx +g est un diviseur du premier membre de 
l’équation proposée, en effectuant [a division et en éga- 
lant à zéro les deux termes du reste qui est du premier 
degré en x. On obtient ainsi deux équations entre les 
deux inconnues f et g, et, en éliminant g ou f, on a une 
équation du sixième degré qu'on ramène aisément au 
troisième, ainsi qu’on l’a vu au n° 99. Cette méthode 
ne se distingue pas, au fond, des précédentes; car la ré- 
solvante à laquelle elle conduit ne diffère de celle de 
Lagrange (n° 99) que par le facteur 2 qui divise ses 
racines. | 

Je n’ajouterai rien à ce que j'ai dit au n° 191 rela- 
tivement à la méthode de Tschirnaüs, qui ramène l’é- 
quation | 

at + pr + qu? +rx +s—o 
à la forme 
“+ Pyr?+ Q — 0, 
en employant la transformation 
Yy=a+bx+r!, 


eten disposant convenablement des indéterminées a et b. 
La méthode d’Euler consiste à éliminer y entre les 
deux équations 
x=a+by +cy + dy, y*—=e, 
S, —Alg. sup., LU, 31 
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et à identifier l'équation finale en x avec la proposée 
dont les racines seront alors données par la formule 


æ—=a+b Ve + e(Ve} + d(Ve}, 


Tout re#ient donc à déterminer les valeurs des indéter- 
minées a, b, c, d, e, dont l’une peut être choisie arbi- 
trairement, 


Sur la resolution algébrique des équations. 


519. Toutes les méthodes connues que les géomêtres 
ont essayé d'appliquer à la résolution algébrique des 
équations, et il en serait nécessairement de même des 
nouvelles qu’on pourrait imaginer, reviennent à faire 
dépendre la résolution de l’équation proposée de celle 
d’une autre équation plus facile à résoudre, et dont les 
racines soient des fonctions de celles de la proposée. 

C'est ainsi que l'équation du deuxième degré peut 
être résolue en déterminant la fonction x, — x, de ses 
deux racines. Le carré de cette fonction est une fonction 
symétrique, et, sa valeur étant connue, la résolution de 
l'équation en résulte par l’extraction d’une racine carrée. 

C’est encore ainsi que nous avons pu résoudre l’équa- 
tion du troisième degré en déterminant la valeur d’une 
fonction linéaire des racines Xo, X1, Æo, Savoir : 


9 
TG IG TITI Le; 


« désignant l’une des racines imaginaires de l’équation 
x%— 1. Le cube t* de cette fonction ne peut prendre 
que deux valeurs distinctes par les substitutions des 
racines Lo, X1, Lo, et 1l dépend, par conséquent, d'une 
équation du deuxième degré. 

Enfin nous avons résolu l'équation du quatrième 
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degré en déterminant la valeur de l’une des deux fonc- 
tions suivantes de ses racines Lo, Lis Lo 3! 


= To Le + Li 3, 


EE Lj — Ti Le — Ta. 


La première de ces deux fonctions ne peut acquérir que 
trois valeurs, et elle dépend, par conséquent, d’une 
équation du troisième degré, qu’on sait résoudre; la se- 
conde fonction peut prendre six valeurs, et elle dépend 
d’une équation qui est du sixième degré, mais qui peut 
être abaïssée au troisième, parce qu'elle ne contient que 
des puissances paires de l’inconnue. Nous avons vu que 
la résolvante en 1 conduit plus aisément que celle en y à 
la résolution de la proposée; elle a aussi cet avantage, 
que la résolution de l'équation du quatrième degré, 
qu’on en déduit, présente la plus complète analogie avec 
celle de l'équation du troisième degré. La fonction t 
peut, en effet, s’écrire ainsi : 


t—= ro ar, + are + x, 


« désignant la racine réelle — 1 de l'équation x= 1. 

Dans les Memoires de l’Académie de Berlin (années 
1770 et 1771) (t), Lagrange, prenant pour point de dé- 
part les résultats qui précèdent, a cherché à opérer la 
résolution de l’équation de degré n dont xo, x, æo, .…, 
z_, Sont les 7 racines, en employant une fonction de 
la forme 


ET) ar + are +... + a 22, Hal, à, 


où « désigne une racine de l'équation x"= 1. 
Quoique ces recherches de Lagrange n'aient pu le 





(*) Lagrange a donné un extrait de son Mémoire dans la Note XIII de 
son Traité de la résolution des équations numériques, 5° édition, p. 242, 
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conduire à la résolution des équations générales d’un 
degré supérieur au quatrième, problème dont l’impossi- 
bilité est aujourd’hui démontrée, les développements 
qu'il a donnés à ce sujet ont une importance considé- 
rable, et nous allons les présenter ici. 

. Nous suivrons la marche tracée par l’illustre auteur, 
et nous distinguerons avec lui le cas où le degré de 
l'équation est un nombre premier, et le cas où ce degré 
est un nombre composé. 


Des équations dont le degré est un nombre premier. 


520. Désignons par 
Æp5 M1 TE5 ns Por 
les n racines d’une équation 


(a) V0, 


d'un degré premier 7, par & une racine quelconque de 
l'équation x"= 1, et posons 


(2) = TZ are rat. ar irs 


Si æ n’est pas égal à 1, 7 étant premier, les puissances 


de æ, savoir : 
RCA, Do ANTON 


sont les n racines de l’équation x” = 1, et par consé- 
quent elles sont distinctes. Il résulte de là que la fonc- 


tion £ prendra 1.2.3...n valeurs distinctes, par les. 


substitutions des racines, ainsi que nous l’avons déjà dit 
au n° 494; cette fonction dépend donc d’une équation 
du degré 


qu’on peut former par la méthode du n° 180, puisqu'on 


MO PUTEUK de LORS EENERS RS 
a Ju PRE 
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connaît la composition de ses racines. Mais d’après les 
développements présentés au n° 494, la résolution de 
cette équation de degré 1.2.3...n peut étre ramenée 
à la résolution d’une équation du degré n—1, dont 
les coefficients dépendent d’une équation du degré 
D2.9..-(7 2) 

En effet, si z désigne successivement tous les indices 


0, 1, 2, ..., (2—1) 


à des multiples près de », que l’on néglige, la substitu- 


tion circulaire 
È + I ) 
? 
Z 


exécutée sur la fonction t, équivaut (n° 494) à la multi- 
plication de f par «, et il en résulte que l’équation dont t 
dépend ne renferme que des termes dont les degrés sont 
divisibles par 2; cette équation s'abaissera donc au degré 
1.2.3...(7—1), si l’on pose 


Or"; 
Soient 


(3) 0, 0, 0, 9 Qi 


les résultats que l’on obtient en remplaçant & par cha- 
cune des racines 


Ge 6 Vs 5 © 


de l'équation 





dans l’expression 
(4) LES —+- CE —- LE PS +... + Rite) 


On a vu au n° 494 que, si r désigne une racine primi- 
tive pour le nombre premier n, les quantités (3) sont 
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précisément les valeurs que prend 0 quand on exécute 
dans cette fonction les 7 — 2 puissances de la substi- 
tution circulaire 


et nous avons conclu de ce fait que toute fonction symé- 
trique © des quantités (3) est invariable par les deux 
substitutions circulaires 


(a) 


Cela posé, une substitution quelconque peut être re- 
gardée comme le produit de trois substitutions, savoir : 


spas É z F1 à , rz 
1° une puissance de _]3; 2° une puissance de : 


qui ne déplace pas l'indice 0; 3° une substitution qui ne 
déplace aucun des indices o et 1. Les deux premières de 
cessubstitulionsne produiront aucun changement dansO, 
et, par conséquent, on obtiendra toutes les valeurs dis- 
tinctes de cette fonction en exécutant les 1.2.3...(n—») 
substitutions des 7 —2 indices 2, 3, ..., (r7—:1). 
D'après cela, si l’on représente par 


(5) gn—1 L P, gn—2 P, Dites SPA at pre 0 + pa —= 0 


l'équation qui a pour racines les 7 — 1 valeurs (3) de 6, 
chacun des coefficients P,, P;, ..., dépendra d’une 
équation du degré 1.2.3...(n— 2), et l’on pourra 
former ces diverses équations par la méthode du n° 180, 
puisqu'on connaît la composition de leurs racines. Mais 
on aperçoit immédiatement que tous ces coefficients P,;, 
P:,... ne dépendent que d’une seule équation du degré 
1.2.3...(n— 2), car ce sont évidemment des fonctions 
semblables des racines æo, æ4, *+., Xn_1 de l’équation 
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proposée, et si l’on se donne la valeur de l’un d’eux, 
celles de tous les autres s’en déduiront rationnellement. 

Voici comment on peut opérer pour former l’équa- 
tion dont P, dépend, et pour exprimer en fonction de 
P, les autres coefficients P;, P;,, .... On calculera l’é- 
quation de degré 1.2.3...(7—1), qui a pour racines 
toutes les valeurs de 0 et dont les coefficients, fonctions 
invariables des racines de la proposée, sont exprimables 
rationnellement par ses coefficients. Le premier membre 
de l'équation (5) étant un diviseur du premier membre 
de cette équation complète en 9, on fera la division à la 
manière ordinaire, et l’on égalera à zéro les 7—1 termes 
du reste. Les 7 — 2 premières des équations ainsi obte- 
nues serviront à déterminer les coefficients P:, P3, ..., 
en fonction de P,, et l'on aura ensuite l’équation en P, 
de degré 1.2.3...(n—2), en remplaçant dans la 
(n—)ière, P,, P;, ... par les valeurs qu’on aura 
trouvées. 

Lagrange a cherché à simplifier les calculs, presque 
impraticables dès le cinquième degré, auxquels conduit 
l'application de la théorie précédente ; il a effectivement 
imaginé un artifice ingénieux pour exprimer les coeffi- 
cients de l’équation (5), en fonction des racines x6, æ1, 
Je vais le rapporter ici. 

Pour avoir l'expression de 6, il faut élever à la nitme 
puissance la quantité 


3 pe 
Lo + XL; + « Lg te . .—+ a! PCUINE 


en faisant ce calcul, et ayant soin de rabaisser les expo- 
sants de « au-dessous de 7, on a un résultat de la forme 


(6) 0—= EH aë +, +... +atTiE, a. 


La formule (6) donne les valeurs de 65, 4, ..., On) 
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quand on substitue à « chacune des racines imaginaires 
a, 6, y, ..., w de l'équation x#= 1. En outre, si l’on 
remplace à par 1, le second membre de l'équation (6) a 
pour valeur (x5+X1+...+%n_,)" où A*, en désignant 
par À la somme connue des racines de l'équation pro- 
posée (1). On a donc 


AE) EL n ni Ée +. he Lis, 
er Nu aË, Ha +... +," 
0, = Ep + 66 + 68 +...H+H67 1e, 
d'5 0706: 06,8"0102: 848 9 Dre met ert ee 2 9% 0.9. 09 -5 2 0e Oh NU, | 


ER 4 2 li—1 
One = Ëo + 1 +o êo Este Sr—1°* 


Ajoutons ces équations et désignons par S, la somme 
des racines de l’équation (5); on aura, d’après les pro- 
priétés des racines æ, 6, ..., 


AA" —+- S, Em AR Ëo, 


ou 
Sy = Ë0 — A7. 


Désignons généralement par S, la somme des vi" puis- 


sances des racines de l’équation (5); élevons l’expres- 
sion (6) à la puissance y, et rabaissant les exposants 


de « au-dessous de 7, représentons le résultat par 
0 — El) AE, aël) + El + NCA ar—1 Es 


remplaçons ensuite à successivement par 1, &, 6, ...,0), 
et ajoutons les résultats, on aura 


ALES, — n cu 
ou 
S, = RE‘ AY, 


On pourra calculer de cette manière, en fonction des 
TACINES Los Misco ne Cats lOS SOULINES Os se TRES 


D NE 
1 PASS 
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‘et l’on en déduira ensuite les valeurs suivantes des coct- 


ficients P,, P;, ... de l'équation (5): 


Pi—— (26 — A), | 
P, ASS (RÉ, — A")? pe (nr EG — A") 
2 2 
(RE — A7) (nES— A") AM)  (nEÿ — A3!) 
TN Fe EP, 
2:35 2 3 


terres Deer. 00 0 8 0 00 + 01 


Voilà donc les coefficients P,, P:, ... de l'équation (5) 
exprimés en fonction des racines æo, X4, + .., Xn_1 de 
l'équation proposée, et si l’on fait dans l’expression de 
l’un d’eux, dans celle de P, par exemple, toutes ces substi- 
tutions des racines, on ne trouvera que 1.2.3...(7—-2) 
valeurs distinctes. On pourra ainsi former directement 
l'équation en P,, et l’on exprimera ensuite les valeurs 
des autres coefficients en fonction rationnelle de P,, 
par le procédé indiqué plus haut . 

S1 l’on connaît un seul système de valeurs des coeffi- 
cients P4, P:, ..., et si l’on peut résoudre l'équation 
en © correspondante de degré 7 —1, la résolution de 
l'équation proposée(1)s’ensuivraimmédiatement, comme 
nous allons le faire voir. 

Dans l'hypothèse où nous nous plaçons, les quantités 
80» O4 ++, 0»_1 Sont connues, et l'équation (4) donne, 
en mettant &, 6, y, ..., w au lieu de «, 


oem + eat... + atlas 1 — Vôw 
(9) Lo ou 67, —- RE +, e . + 64e, 2 pr = V6, 


(leurs 
Fo HOT otre +... HotTir, 1 = V0, 0; 
on a d’ailleurs 


To + +re +... + an; = À; 
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donc, en ajoutant ces équations, et en ayant égard aux 
propriétés des racines &, 6, ..., on aura 





A+ VO + Va +... + Vous 
FE ? 


(8) e 


rt 


ajoutant aussi ces mêmes équations respectivement mul- 
tipliées par &’, 6”, ...,w'et tr, il viendra 


(9) x A+ V6, +608, +...+00, 
NV Ci Co Too 


L(] 


Mais, comme rien ne détermine celle des valeurs de 
chaque radical qu’il faut prendre, le second membre de 
l'équation (9) ne diffère pas du second membre de l’é- 
quation (8). Aussi doit-on se borner à dire que les n 
racines de l’équation proposée sont données par la for- 
mule unique 


(ro) 


ja A + V0 + Wa +. + Von 
na 


À la vérité, cette formule, à cause de la multiplicité des 
valeurs de chaque radical, donne pour x un nombre de 
valeurs égal à 271; mais on peut faire disparaître l’am- 
biguïté qui en résulte. En effet, les premiers membres 
des équations (7) sont des fonctions semblables des ra- 
cines Zo, Li, . .- ; On pourra donc, si l’on se donne l’une 
de ces fonctions, en déduire rationnellement toutes les 


—— 


. . : nee iLIESe n, 
autres. Ainsi, on pourra exprimer Ÿ0,, V6, ..., VOn_1 


rationnellement en fonction de V6@,, et la formule (10) 
ne donnera alors pour x que 7 valeurs, comme cela doit 
être. 

Par cette méthode, la résolution de l’équation du cin- 
quième degré se ramène à celle d’une équation du qua- 
trième degré, dont les coefficients dépendent d’une 
équation du sixième. 
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Des équations dont le degré est un nombre composé. 


921. L'analyse précédente n’est pas applicable aux 
équations dont le degré est un nombre composé, et il 
est nécessaire d’employer ici des considérations nou- 
velles. La méthode que Lagrange a proposée pour ce cas 
revient au fond à décomposer l’équation proposée 


(a) 0; 


4 


de degré m—np, n étant un nombre premier, en nr équa- 
tions du degré p; et cette méthode n’exige pour cela que 
la résolution d’une équation du degré 


1220. .7 
(re —1)n(r.2...p)" 


et celle d’une équation du degré n—1, tandis que si l’on 





cherchait à faire la décomposition par la méthode ordi- 
naire, il faudrait résoudre une équation du degré 


mm —1).. (m—p+i) 
ren 


Cette décomposition de l’équation (1) en 7 équations 
de degré p ayant été effectuée, on pourra appliquer à 
chacune de ces dernières la méthode exposée précédem- 
ment, si p est un nombre premier. Dans le cas contraire, 
si p — n'p', n'étant un nombre premier, on ramènera 
la résolution de chaque équation de degré p à celle de n° 
équations du degré p', en opérant de la même manière 
que pour la proposée; et ainsi de suite. Entrons main- 
tenant dans les détails. 

Soit m—np, n étant un nombre premier, et posons, 
comme précédemment, 


9, —— 
É—= Lo + ar + Le +... +a! x, 4, 


Los Lis. Xm_s ésignant les mn racines de l'équation (1) 


PCR Vie CR 1 RE de ot à 1) De 
1 L RTS EL on Cry 
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et æ« une racine de x”*== 1, mais qui appartienne aussi à 
l'équation x” — 1. Alors, comme on a généralement 


art — ak, * 


la valeur précédente de t pourra s’écrire comme il suit : 


LE [To + Th —+- Lon ses + LEP 
UT EP PEARL LC EN SON Re 2 


0... . o + ,219 6UAMR ESA 


nn CNE CTn—1 E Len Too %pn=1 | 
ou 

vers X, — aX; + a X, + ,,, + GENRES 
en faisant, pour abréger, 


Ko = Lo Æ Ln Æ Leg Fe: + Ep Un 


X, er T; —- Ln+1 —+- Ty p4-1 Sr CE ap à ES T(p-1)n+19 


Représentons par 
(3) — 0 


l'équation qui a pour racines Xo, X4, ..., Xh_,; on 
pourra appliquer à cette équation (3) la méthode exposée 
précédemment pour les équations de degré premier. 
Faisons 0 — {*, ou 


(4) O—(Xo+aeXi +... +rariX, ni)": 


ÿ dépend d’une équation du degré 1.2.3...(7— +) dont 
les coefficients peuvent s'exprimer rationnellement par 
ceux de l’équation (3); et si l’on représente par 05, 0,, .…, 
0y_» les n— 1 valeurs que prend 6, quand on remplace 
a par les 7— 1 racines imaginaires de x"=1, on pourra 
former l’équation de degré 7 — 1 qui a ces n— 1: valeurs 
de 4 pour racines : représentons cette équation par 


(6) 9814 PHP... + Pl, 0 EP = 0: 
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ses coefficients P,, P,, ... dépendent d’une seule équa- 
tion de degré 1.2.3...(7—2) dont les coefficients 
s'expriment rationnellement par ceux de l’équation (3), 
ainsi que nous l’avons établi précédemment. 

Soient y l’un quelconque des coefficients P,, P:, ... 
et 


(6) M9 
l'équation de degré 1.2.3...(n7 — 2) dont y dépend. 


Les coefficients de cette équation (6) sont exprimables 
rationnellement par ceux de l’équation (3), mais ces 
derniers ne sont pas connus, 1l n’y a que ceux de l’équa- 
tion (1) qui le soient; voici comment on peut former 
une équation en y dont les coefficients soient exprimés 
par les quantités connues. 

f(y).est une fonction de y qui contient symétrique- 
ment les quantités X,, X,, ..., X,_,, et, si l’on y 
remplace X4, X,, ... par leurs valeurs tirées des 
équations (2), elle deviendra une fonction entière non 
symétrique des racines xs, Xi, -.., Xm_1 de l’équa- 
tion (1). Effectuons dans f (y) toutes les substitutions 
des racines Xo, Ly, ++, Xm_1, Et désignons par 


Jo(rh Ar) +. Jun (y) 


les m valeurs distinctes que prend ainsi f (y); le produit 
de toutes ces valeurs est une fonction symétrique des 
racines Los Lys er Lm_1, EXprimable rationnellement 
par les coefficients de l'équation proposée. On a donc, 
pour déterminer y, l'équation 


(7) AT) Ar) Ar). + Jua(r) = 0, 


dont les coefficients peuvent être considérés comme 
connus. 

Le degré de cette équation (7) est 1.2.3...(n—2)>x<u, 
u désignant le nombre des valeurs distinctes que prend 
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f(y) par les substitutions des racines x4, 1, ..., Xm_u 3 
nous savons que ce nombre est un diviseur du produit 
1.2.3...m, et si l’on fait 


1:29. .7 
Le — à 


Vv 
y sera le nombre des substitutions qui appartiennent à 
la fonction f(y). Or f(y) ne change pas quand on 
change, les unes dans les autres, les racines qui figurent 
dans l’une des expressions X,, X;,, ...; X,_,, non plus 
qu’en échangeant les quantités X5, X1, ..., les unes 
dans les autres; mais toute substitution qui fait passer 
quelques-unes des racines contenues dans X,, ou X», 
ou ..., dans l’une des autres fonctions, change évidem- 
ment la fonction f (y). On conclut aisément de là que 


VU 203.0 DOI RTL): 


et, par conséquent, 
NL: 1249000 
RS (1:22 320 nr) ITA 








Le degré de l'équation (7) est donc 


NC Re 


1.2.3...(27 —02) ) 


(1426327) (ose 


ou 
M2 /0 00m 


(r — 1) 21122924. "DIE 


? 


ce qui s'accorde avec la proposition établie au n° 439 
(corollaire IT). | 

Si l’on connaît une seule racine de l’équation (7}, on 
aura un système de valeurs des coefficients 


Pis Pos +.., Pas 


de l'équation (5), car ces coefficients sont des fonctions 
semblables des racines de l'équation proposée, et, par 
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conséquent, ils peuvent s’exprimer rationnellement en 
fonction de l’un quelconque d’entre eux et des quan- 
tités connues. 

On résoudra ensuite l'équation (5), qui n’est que du 
degré n— 1, et l’on aura alors aisément les racines de 
l'équation (3). Désignons, en effet, par 


DO 0s 60e 


les 7 —1 racines de l’équation (5); ces valeurs de 8 
étant précisément celles qu’on déduit de l’équation (4), 
en remplaçant « par chacune des racines imaginaires 


de x” = 1, on aura 
Xi +axX, + a X, +... + Gr XSS ss 1/0, 
RAS RENE OR ESS GEAR 


Bele eo eno.e. 6e 0 27" + 01e, » ee 2 


NOT) 


X, + o X» + X, ne le ir en, — PRE 


D'ailleurs, la somme des racines X,, X:, ..., X, est 
connue, car elle est la même que celles des racines x,, 


Lys ce, Xm_s3 EN désignant donc par À cette somme, 
on aura 
Xo + X; —- Xo +. . .—+ Xh-_1 —= A. 


Des équations qui précèdent, on tire cette expression 
générale des racines Xo, X4, ..., 


À + V66 + V0s ++ Vous 


It 


y 


Il ne reste plus, maintenant, qu’à trouver les racines 
Lo X1, -.. elles-mêmes; pour cela, on considérera 
l'équation qui a pour racines celles de la proposée dont 
la somme est X, ou X,, ou ..., X, par exemple : soit 


GP — Xo LP TH Q a +... .+Q_ir+Q,=o 


cette équation, dont le premier membre est un diviseur 
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du premier membre V de la proposée. On fera la divi- 
sion à la manière ordinaire et l’on égalera à zéro les p 
termes du reste; on aura ainsi p équations dont les p—1 
premières détermineront Q:,Q;,...,en fonction de X,, 
la dernière étant alors satisfaite d’elle-même. Il est évi- 
dent que Q»:, Q3, ... doivent s'exprimer rationnelle- 
ment en fonction de X,, puisque toutes ces fonctions 
sont semblables. On aura donc enfin, par ce moyen, les 
n équations de degré p dans lesquelles peut se décom- 
poser l’équation proposée. 

Tel est le point où les travaux de Lagrange ont ramené 
la question de la résolution algébrique des équations. 
La fonction résolvante nous a donné la résolution des 
équations du troisième et du quatrième degré; mais elle 
n’est d'aucune utilité pour les équations générales de 
degré supérieur au quatrième, dont, au surplus, la réso- 
lution est aujourd’hui démontrée impossible. Toutefois 
on verra plus loin que la considération de cette fonction 
résolvante conduit à la résolution algébrique d’une classe 
fort étendue d'équations de degrés quelconques. 

À la même époque où Lagrange publiait, à Berlin, le 
Mémoire dont nous venons de présenter les résultats 
principaux, Vandermonde s’occupait de la même ques- 
tion et présentait à l’Académie des Sciences de Paris un 
beau Mémoire où, par des considérations différentes de 
celles de Lagrange, il arrivait pourtant aux mêmes con- 
séquences. Je me borne ici à indiquer ce travail de 


Vandermonde, imprimé dans les Mémoires de l’Aca-: 


démie des Sciences de Paris (année 1771). 


“1 
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CHAPITRE IT. 


DE L’IMPOSSIBILITÉ DE LA RÉSOLUTION ALGÉBRIQUE DES 
ÉQUATIONS GÉNÉRALES AU DELA DU QUATRIÈME DEGRÉ. 


Des fonctions algébriques. 


599. Les considérations que nous avons développées 


dans le Chapitre précédent donnent lieu de penser qu’il 
est impossible de résoudre algébriquement les équations 
générales de degré supérieur au quatrième. Abel est 
parvenu à démontrer rigoureusement cette impossibilité 
par une méthode qui a cté simplifiée ensuite par Wantzel 
dans quelques-unes de ses parties. 

Résoudre une équation algébriquement, c’est former 
une fonction algébrique des coefficients qui, substituée 
à l’inconnue, satisfasse identiquement à l'équation; la 
première chose à faire, pour reconnaître si une équation 
est soluble ou non algébriquement, est donc d'étudier 
la forme générale des fonctions algébriques. C’est cette 
étude que nous allons faire ici, et nous en conclurons 
ensuite facilement l'impossibilité de résoudre algébri- 
quement les équations générales de degré supérieur au 
quatrième. 

Soient 

FAN MANN F4 
k quantités quelconques indépendantes, et # une fonc- 
tion de ces quantités; 6 sera une fonction algébrique, 
si on peut l’exprimer en x, Æ2, Æ3, ..., par le moyen 
des opérations suivantes, effectuées un nombre fini de 


S. — Alg. sup., WH. 32 
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fois : 1° l'addition ou‘la soustraction; 2° la multiplica- 
tion ; 3° la division; 4° l’extraction des racines d'indices 
premiers. Nous ne comptons pas l'élévation aux puis- 
sances entières et l'extraction des racines de degrés 
composés, parce que ces opérations sont évidemment 
comprises dans les quatre que nous avons mentionnées. 


Des fonctions entières. 


593. Lorsque la fonction # peut se former par les 
deux premières des quatre opérations mentionnées ci- 
dessus, elle est dite rationnelle et entière ou simplement 
entière. 

Désignons par 


SE Pa ME) 


une fonction qui peut être exprimée par une somme 
d’un nombre limité de termes de la forme 


L UE 
Ar? TOUR e «3 


À désignant une constante, et my, Mo, ... étant des 
exposants entiers et positifs. L'opération désignée par f 
fournit une fonction entière, conformément à la défini- 
tion précédente; et l'on peut généralement considérer 
toutes les fonctions entières comme obtenues en répé- 
tant cette opération un nombre limité de fois. Soient »v,, 
V2, -.. plusieurs fonctions de x,,æx2, ..., de la même 
forme que /, la fonction 


fs, Vos « e .) 


sera évidemmentdelamême forme. D'ailleurs f (V1, 2, :%4) 
est l'expression des fonctions obtenues en répétant deux 
fois l'opération f(x, x2, ...); d’où il suit qu'on trou- 
vera toujours un résultat de même forme en répétant 
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cette même opération autant de fois que l’on voudra, 
et que toute fonction entière de x, X:, -.. peut être 
exprimée par une somme de termes de la forme 


Ax74 ar . se 


Des fonctions rationnelles. 


524. Une fonction + des quantités x4, 2, Lay ve. 
est dite rationnelle lorsqu'elle peut être exprimée par 
les trois premières des quatre opérations algébriques 
ci-dessus désignées. 

Soient 


FATER RAR ON ONE OR Een 


deux fonctions entières, le quotient de ces fonetions 


Ed, Die 


Er Ben are) 


sera évidemment un cas particulier des fonctions ration- 
nelles non entières, et l’on peut considérer toute fonc- 
tion rationneile comme obtenue en répétant plusieurs 
fois l’opération précédente; mais, en désignant par v,, 
PARTS PER TS 


V2, --. plusieurs fonctions de la forme =, 
F(x1, Ægs ve ] 


il est évident que la fonction 


F (945 Vas AREA 
ARMES 


peut être réduite à la même forme; d’où il suit que toute 
fonction rationnelle se réduira à la forme 


ARR RTS 


Fri 0h 





/ et F désignant des fonctions entières, 


EIRE 


Cr 
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Classification des fonctions algebriques 
non rationnelles. 


D29. Soit 
HÉTR TEE 


une fonction rationnelle quelconque ; 1l est évident que 
toute fonction algébrique s’obtiendra en combinant l’opé- 


nm 


ration désignée par f avec l’opération désignée par V , 
m étant un nombre premier. S1 donc p,, ps, ... dé- 
signent des fonctions rationnelles de x, x», ..., rt 
n», ... des nombres premiers, et qu’on fasse 


pi feet VO 


p'sera la forme des fonctions algébriques dans lesquelles 
ni 


l'opération désignée par Ÿ ne porte que sur des fonc- 
tions rationnelles. Nous appellerons, avec Abel, fonc- 
tions algébriques du premier ordre les fonctions de la 
forme p". 

Soient p',,p,, ... des fonctions algébriques du pre- 
mier ordre, #,,7,, ... des nombres premiers; et posons 


pl S rire -2 22 Ps Par CNP 
p' sera la forme générale des fonctions algébriques dans 
lesquelles l'opération désignée par Ÿ ne porte que sur 
des fonctions rationnelles ou sur des fonctions algé- 
briques du premier ordre. Nous appellerons fonctions 
algébriques du deuxième ordre les fonctions de la 
forme p”. | 

De même, si p°,p", .. désignent des fonctions algé- 
briques du deuxième ordre, 7°, #,, ..., des nombres 
premiers, et qu’on fasse 


WE ( LUI LC Per 78 CÉVETE ) 
? Ts Lis Los CA RCRS : Pi» s\e10 2 VP;» ..., VP!, LEE | L] 


# 
+» 


ar sat "" AL AE ESS 0 on. d" 
FX CRT EUR, En NE AT NUE GRR Pie EP TA 
à | PR ET 


te. à 
ben. Ads 
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p” sera la forme des fonctions algébriques, où l’opéra- 


Lion désignée par 4 ne porte que sur des fonctions ra- 
tionnelles et sur des fonctions des deux premiers ordres. 
Les fonctions de la forme p” seront les fonctions algé- 
briques du troisième ordre. 

En continuant ainsi, on formera des fonctions algé- 
briques du quatrième, cinquième, . .., ui°"e ordre, et il 
est évident que l'expression générale des fonctions du 
pie ordre sera l'expression générale des fonctions algé- 
briques. 

Il suit de là qu'en désignant par » une fonction algé- 
brique du pi”° ordre, v aura la forme 


PU ne PO UDC Ua e) 


où f désigne toujours une fonction rationnelle, p1, pe, .… 
des fonctions de l’ordre u—1, n,, n2, ... des nombres 
premiers, et r',, 7», ... des fonctions de l’ordre p —1 
ou d’un ordre moins élevé. 

On peut évidemment supposer qu'aucun des radicaux 


Him Clio 16 > à : 
Vpi, Vp:, -.. ne soit exprimable rationnellement cn 
fonction des autres radicaux et des quantités r,, ro, 


; Mid ou. 
Si, en effet, Vp4 était dans ce cas, en portant sa valeur 
dans l'expression de +, on aurait une valeur de + 


RAR 7 Nat Docu. le 


de la même forme que la précédente, mais plus simple, 


puisqu'elle contiendrait le radical Ÿp, de moins. Si, de 
même, l’un des radicaux qui restent pouvait s'exprimer 
en fonction rationnelle des autres radicaux et des quan- 
tités 74, lo, «.., On pourrait chasser ce radical de l’ex- 
pression de y, qui conserverait d’ailleurs la même forme; 
et si l’on pouvait continuer ainsi jusqu’à ce qu’on eût 
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éliminé tous les radicaux Ÿ Pas Vpo, ..., la fonction 
serait réduite à l’ordre p—1. 

Si donc la fonction y est effectivement du pi*"® ordre, 

: EN 1 > . 

on peut supposer que les radicaux Vp:, ŸP2s +. aient 
été réduits au plus petit nombre possible, et qu'il soit 
impossible d'exprimer l’un de ces radicaux en fonction 
rationnelle des autres et de fonctions algébriques d’ordre 
inférieur. Et si m désigne alors le nombre de ces radi- 
caux qui affectent des fonctions algébriques d'ordre p—1, 
nous dirons que la fonction + d'ordre est du degré m. 

D'après cette définition, une fonction d'ordre u et de 
degré zéro n’est autre qu'une fonction d’ordre p — 1, et 
une fonction d'ordre zéro est une fonction rationnelle. 

Il résulte de là que, si + désigne une fonction algé- 
brique d'ordre y et de degré m1, on aura généralement 


e—f(r, T9 + ..; Vp), 


J désignant une fonction rationnelle, p une fonction al- 
gébrique d'ordre u— 1, 7 un nombre premier, et r,, 
lo, ... des fonctions d'ordre w, mais de degré m1 —1. 
En outre, d’après ce qui précède, on peut toujours sup- 
poser qu'il soit impossible d'exprimer Vp en fonction 
rationnelle de 7, ra, .... 


Forme générale des fonctions algébriques. 


026. Dans l'expression précédente de », f désigne 


5 . , et, HS 
une fonction rationnelle des quantités 74, ro, ... et Vp, 
mais toute fonction rationnelle de plusieurs quantités 
peut ètre représentée par le quotient de deux fonctions 
entières; nous pouvons donc poser 

His 
do o(r, AB Vp) 


n = ? 
ÿ(r3, Tas +. pb) 


ns 


SECTION V. — CHAPITRE II. 503 


vetŸ désignant des fonctions entières, et si l’on ordonne 9 
É r— : 

et Ÿ par rapport aux puissances de Ÿp ou p", on aura 

pour y une valeur de la forme 


1 2 v 
So + SP +sep+...+ssp"  S 
— : : FT —= T? 


lo — l p° + tp" +. . —+ tp" 


OM 5 ...,5, el Li, Li, . +, sont des fonctions 
entières de 74, Fo, 
Soit & une racine imaginaire de l’équation 
GRAS LE 
désignons par 
T:, D, DONQE T1 


les 2—1 valeurs qu’on obtient en remplaçant, dans T', 
1 


P" successivement par 


1 1 1 1 
ap", up, ps ce, ape 


et multiplions par T, T:...7T,_, les deux termes de la 
valeur de y, on aura 


POSTAL ET, 
TES DENT 


Le produit TT, T:...1,_, peut évidemment s'exprimer 
en fonction entière de p et des quantités ri, ro, ... 5; 1l 
est donc une fonction algébrique d’ordre y et de degré 
m—1 au plus, que nous désignerons par u. Pareille- 
ment, le produit ST, T:...T,_, est une fonction en- 


° n EL La 
tière de 7, Ta s.e) Cl VD: nous représenterons sa valeur 


par 


1 2 i 
Uo + uPp'+ up +... + up", 
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et l’on aura 
1 2 È 
Ugo + tp + mp +... + up" 
= — 9 
44 





ou simplement 
1 ; 4 i 


P= 0 + qiP"+ GP" + rate qiP"s 


: Us Us 
en mettant go, gs, .. au lieu de —; —; +-:3 go, us +. 
u U 
désignent ici des fonctions rationnelles de 74, rs», ... 
et D: 
On peut chasser de l’expression précédente de » les 
1 


puissances de p" supérieures à la (n—1)°". Si, en 
effet, j désigne un nombre qui, divisé par x, donne le 
» À D que Pi ’ 
quotient g et le reste h, on a 
j : 
PE EE 
et, en se servant de cette formule, on pourra mettre y 


sous la forme 
1 2 n—1 


(1) LAS à A GP" + Qu P"+ + Ans P k , 





Yos J15 25 ++, Qn_1 Étant toujours des fonctions ration- 
nelles de p, r,, r2, ..., et, par conséquent, des fonc- 
tons algébriques d'ordre x et de degré m—1 au plus, 


telles, en outre, qu’il soit impossible d'exprimer ration- 
1 


nellement p” en fonction rationnelle des quantités dont 
elles dépendent. 


Dans l'expression (1) de », on peut supposer 


Jai z: 


Pour le démontrer, supposons d’abord que 9, ne soit 
pas nul, et posons 
. Pi — Pi; 
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d’où 
1 
1 n 
_ ? 
DE Le ÉTAPE (ee 
qi 1 
l'expression de v devient 
1 : ® n-—1 
1 pe Fe 
Be got pre pret... LT, 4 , 
Ge Er 
ou plus simplement 
1 2 nt 
(2) VU Qo HP" + Gap Qnip 


RES : : CE 
en écrivant p au lieu de p,; 42, gs, ... au lieu de LS 
Î 


DES 

Dans cette nouvelle expression (2) de », qui se déduit 
de (1) en faisant 9, —1, les quantités 45, 42, +. . dési- 
gnent toujours des fonctions algébriques d'ordre x et de 
degré m — 1. 

Supposons maintenant que dans l’expression (1) de v 
on ait 4, = 0; désignons par gx l’une des quantités g, 
43» -+., quinest pas nulle, et posons 


Pi = 9% P"; 
d’où 
L LE 
Pi KP" 
n étant premier et À étant moindre que 7, on peut tou- 
jours trouver deux entiers « et 6 tels, que 


ha— n6 =, 


À étant un nombre entier quelconque donné; alors on 


aura 
À 


PTT AI 
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d’où 
À « 
PT PREDES 


On a, en particulier et par hypothèse, 


1 
k n 
noi 


qk 


les deux formules précédentes permettent de substituer 
| 1 


aux puissances de p”, dans la valeur (1) de », celles de p}, 


et, après cette substitution, il est évident que la forme 
$ 1 


de v n’aura pas changé, mais que le coefficient de p{ sera 
k 


l'unité; car, dans l'expression primitive de +, p” a pour 
coefficient 94. Les développements qui précèdent peuvent 
être résumés par la proposition suivante : 


TaéorëmE. — Zoute fonction algébrique d'ordre 
et de degré m peut étre mise sous la forme 


1 2 n—1 


P— 90 +P*+ gap Hess E Qu PO 
où n est un nombre premier, go; 42e, -.. des.fonctions 
algébriques d'ordre p, mais dé degré m—1, et p une 
fonction d'ordre u— +, dont la racine n°” ne peut étre 
exprimée rationnellement par les quantités go, gas +». 


Propriétés des fonctions algébriques qui satisfont 
à une équation donnee. 


527. Il importe de rappeler ici les définitions que 
nous avons présentées au n° 100. 
Si l’on considère un polynôme entier et rationnel 


am —- a; œnt-1 —+- UE an—2, #2 
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dont les coefficients a, , a, ... soient des nombres com- 
mensurables donnés, tout diviseur de ce polynôme dont 
les coefficients sont commensurables est dit un diviseur 
commensurable. 

Plus généralement, si les coefficients &,, &, ... du 
polynôme sont des fonctions rationnelles de quantités 
quelconques, qu’on regarde comme connues, tout divi- 
seur de ce polynôme qui a pour coefficients des fonctions 
rationnelles des quantités connues est appelé un diviseur 
commensurable. 

On nomme, dans tous les cas, équation irréductible 
toute équation dont le premier membre n’admet aucun 
diviseur commensurable. 

Dans le cas de l’équation générale de degré quel- 
conque, dont les coefficients sont indéterminés, les 
quantités connues ne sont autres que les coefficients 
eux-mêmes; l'équation est nécessairement irréductible. 

Cela posé, soit une équation de degré m 


Ro nn aa La, ir La, —=0, 


dont les coefficients sont considérés comme des fonctions 
rationnelles de quantités connues, et supposons qu’elle 
soit résoluble algébriquement. 

D’après la classification des fonctions algébriques 
établie précédemment, si la racine x est une fonction 
algébrique d'ordre x des quantités connues, on pourra 
poser 


1 2 n—1 


(2) Æ— 40 + p" + UP Her Ans 


n est un nombre premier; p désigne une fonction d’ordre 
— 1; 40 Y2, -.. peuvent être de l’ordre , mais sont 
d’un degré moindre que celui de x. Enfin on peut sup- 


LA 4 D. #4 à ut À F d" —” cs * - : ri ES F. ALT LI. pré COURT RE EE 
1 : : . LES 
: 


*, 
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1 
poser qu’il soit impossible d'exprimer p” en fonction 


rationnelle de p, FR Jar ous 

En substituant cette expression (2) de x dans l’équa- 
tion (1), on aura un résultat qui pourra évidemment sc 
réduire à la forme 


1 2 n—1 
(3) rot 71 Pile PH NET 1 PIED, 


OÙ l'45 l'a» l'a ce l'n_s désignent des fonctions ration- 
nelles des quantités p, go, 2, + .., qn_1. Or je dis que 
l'équation (3) exige que l'on ait en même temps 


To—O0, 713—0, 73—0, st UMTS ANEAO: 
En effet, dans le cas contraire, les deux équations 


27e he 0, 


4 DRE, 
To F2 Has +... +rna2l—=0 


auraient Une ou plusieurs racines communes. Soit Æ le 
nombre de ces racines, on pourrait former une équation 
de degré À ayant pour racines ces À racines communes, 
et pour coefficients des fonctions rationnelles de p, go; 
ÉPR NES heie 


So + Si Z + 83 2° +. . IS at 0 
cette équation, et désignons par 
lb +hz+lz +... + 


un diviseur irréductible de son premier membre, dont 
les coefficients f4, t1, ..., t; soient des fonctions ration- 
nelles de p, go, g2, +. +, qn-1. L'équation 


(4) h+hz+ mit... +tz—0 


h 
re Li 
» v208, 
” 
î 
EX 1 
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a toutes ses racines communes avec 
(5) 2% — p —=0; 
d’ailleurs son degré ti est au moins égal à 2, car, autre- 

? ? 
1 

ment, on pourrait exprimer z ou pen fonction ration- 
nelle de p, go, 2, +: Qn_1. Si donc z désigne une racine 
quelconque de l'équation (4), cette équation aura au 
moins une autre racine de la forme æz, x étant une ra- 
cine de l’équation 


He 


l'équation (4) aura donc une racine commune avec 
(6) ns tas ta — 0, 

et, par conséquent, avec l'équation 

(7) (1— ai) t5 + (a— ai)tiz+. . MRIGN = ile set O, 


que l’on obtient en retranchant de l'équation (6) l’équa- 


ton (4) multipliée par &'. Mais l’équation (4) est sup- 


posée irréductuble: 1l est donc impossible qu’elle ait une 
racine commune avec l'équation (7), qui est d’un degré 
inférieur au sien : d’où 1l suit qu’on a nécessairement 


A O0 ln = 0. 


Les équations précédentes ayant lieu, l'expression de) 


de x satisfera encore à la proposée (1), quand on y aura 
1 


substitué à p" chacune des 7 valeurs 


1 1 1 1 


RE; D 6p", re OP", 
où 1,æ,6, ...," désignent les racines n'è"5 de l’unité. 
On aura ainsi z racines de l'équation (1), que nous re- 
présenterons par 


Ti, CAR e . L3 
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et dont les valeurs seront 








: 9 n—1 
Lio APE C'ga PR + 4 GR AT 

: 2 n=1 

Ty = 0 + ap+egp +... + a iquip is 

(8) i , HE 


= 0 + 6p" +6 qap +... +6 iqu ip, 
09 916 0,2 © 07 0, DDR 0" 0 NI RER s/9.0 © « 1.0,0/L0 1 TRÉSROUREARTeS 

Le 2 n=1 
En = o +OP" + qap" +. +0 np "à 





On voit que ces racines sont différentes, car, si deux 
d’entre elles étaient égales, 1l résulterait de cette égalité 
une équation qui aurait la même forme que l’équa- 
tion (3), ce qui conduit, comme nous l’avons vu, à un 
résultat contradictoire. Au surplus, cette remarque n’est 
pas indispensable pour ce qui va suivre. 

En ajoutant les équations (8), en les ajoutant ensuite 
après les avoir respectivement multipliées par 


VE nie Goes Den RS 
puis par 


Le a) à 
LA mL OL 


puis, etc., on obtient les suivantes : 


I 
Jo > (2 +22 Hits... 0m), 


sis 


I 
P == = (æs + en. Ve —+ . . —+- w1z, ), 


sl 
Î 
| 
rep 
+ 
R 
* 
de 
eo 
Ca 
Î 
1 
8 


42 


D 0 9 + + ee v:0%%. #5 0/0 0. B'LPOD UELET S. :+ © «0 te 0 SE 


n—1 


In—1P = (ri-hiare ne. El 


Il résulte de là que, si l’on regarde comme connues les 
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racines de l'unité, les quantités 


1 


P”; To» PEL CAC, Tn--1 


sont des fonctions rationnelles des racines de l’équa- 
tion (1). On a, en effet, généralement 


Ti + aémiere + GTatTS — CC —- RATE 


Te = nt} n—1 ni n—1 ; 
(æ UT Te + Gr non rm Tn}° 


Désignons maintenant par y l’une quelconque des 
1 


quantités a bare UC EL SOIT 


{ 2 7 —1 


(9) So "+ sav” ie an TES 4 





S0» 52» + + ., élant des fonctions qui peuvent être du même 
ordre que y, mais qui sont de degré inférieur. On a, par 
ce qui précède, 


MD, Toy + LE 


o désignant une fonction rationnelle, et x4, &e, ..., Xm 
les m racines de l’équation (1), lesquelles peuvent ne pas 
entrer toutes dans la fonction +. Soit m' le nombre des 
valeurs que prend cette fonction q par les substitutions des 
racines X4, Lo, ..., On pourra former une équation du 
degré m/ dont les coefficients seront exprimés rationnel- 
lement par ceux de l'équation (1), et dont les racines 


Vis Pas ve. Nm! 


seront les #7! valeurs de la fonction q. Et, comme la va- 
leur (9) de y doit satisfaire à cette équation, on en con- 
clura, comme précédemment, que les quantités 


p, So: S2; ONCE | Sp—1 


sont des fonctions rationnelles de ÿ,, Yo, ..., Ymr, €t, 


2 
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par conséquent, aussi des fonctions rationnelles de x4, 
Lo, sphein LT m°. 

Comme on peut continuer indéfiniment ce raisonne- 
ment, on conclut de ce qui précède que : 


St une équation est résoluble algébriquement, on peut 
donner à la racine une forme telle, que toutes les fonc- 
tions algébriques dont elle est composée soient des fonc- 
tions rationnelles des racines de l'équation proposée. 


Démonstration de l'impossibilité de résoudre algébri- 
quement les équations générales de degré supérieur 
au quatrième. 


928. Les propriétés des racines d’une équation réso- 
luble algébriquement, que nous venons de démontrer, 
ont lieu dans tous les cas, soit qu'il s'agisse d’une équa- 
tion dont les coefficients ont des valeurs déterminées, soit 
que l’on considère ces coefficients comme indéterminés, 
et, par suite, les racines de l’équation comme étant des 
quantités quelconques, n’ayant entre elles aucune dépen- 
dance. 

Nous plaçant maintenant à ce dernier point de vue, 
nous allons démontrer qu'il est impossible de résoudre 
algébriquement les équations générales de degré supé- 
rieur au quatrième. 

Ce théorème a été démontré, pour la première fois, 
d’une manière rigoureuse par Abel; je présenterai ici la 
démonstration plus simple que l’on doit à Wantzel (!). 





(*) J'ai cru devoir reproduire le raisonnement de Wantzel; j'ai 
cependant supprimé quelques détails que rendent inutiles les dévelop- 
pements dans lesquels je suis entré en traitant de la théorie des substi- 
tulions. 
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Soit | 
Er) 10 


une équation du degré m dont les coefficients sont indé- 
terminés, et désignons par 


Ti, Lo, .,, Tm 


ses m racines, que nous supposons exprimables algébri- 
quement en fonction des coefficients. 

Si l'équation f(x) = o est satisfaite par la valeur x, 
de x, quels que soient ses coefficients, on doit reproduire 
identiquement x, en substituant dans son expression la 
fonction rationnelle correspondant à chaque radical, 
puisque les racines de l’équation sont alors entièrement 
arbitraires. De même, toute relation entre les racines 
devra être identique, et ne cessera pas d’exister, si l’on y 
remplace ces racines les unes par les autres, d’une ma- 
nière quelconque. 

Désignons par y le premier radical qui entre dans la 
valeur de x,, en suivant l’ordre du calcul, et soit 


TP; 


p dépendra immédiatement des coefficients de f(x) — 0, 
et s’exprimera par une fonction symétrique des racines, 
F{xs, Xo, Xs, ...); J sera une fonction rationnelle 
pas, Xo, Xs3, . . .) des mêmes racines. 

Comme la fonction ® n’est pas symétrique, sans quoi 
la racine ni" de p s’extrairait exactement, elle doit 
changer lorsqu'on transpose deux racines, x, x, par 
exemple ; mais la relation 


tar 


sera toujours satisfaite. D'ailleurs, la fonction F étant 
invariable par cette transposition, les valeurs de ® sont 
S.— Alg. sup., I, 33 
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des racines de l'équation 3*=—F, et l’on a 


p(Te, Lis La demie To, Ta, RS * 


« étant une racine nie de l’unité. 
Si l’on transpose les racines x, et x, il vient 


\ 


p(xi, Lo, La, Ja plTs Lis Va) ..); 


d’où, en multipliant par ordre, 


Ce résultat prouve que le nombre z, supposé premier, 
est nécessairement égal à 2; donc le premier radical qui 
se présente dans la valeur de l'inconnue doit étre du 
deuxième degré. C'est ce qui arrive, en effet, pour les 
équations qu'on sait résoudre. 

La fonction @ n’ayant que deux valeurs, elle change 
par une transposition quelconque, et elle ne sera pas 
changée (n° 493) par une substitution circulaire de trois 
ou de cinq lettres, car chacune de ces substitutions équi- 
vaut à un nombre pair de transpositions. 

Continuons la série des opérations indiquées pour 
former la valeur x, de x. 

On combinera le premier radical avec les coefficients 
de f(x) = o, ou la fonction 9 avec des fonctions symé- 
triques des racines, à l’aide des premières opérations de 
l’Algèbre, et l’on obtiendra ainsi une fonction des racines 
susceptible de deux valeurs, et, par conséquent, inva- 
riable par les substitutions circulaires de trois lettres. 
Les radicaux subséquents pourront donner encore des 
fonctions du même genre, s'ils sont du deuxième degré. 
Supposons qu'on soit arrivé à un radical pour lequel la 
fonction rationnelle équivalente ne soit pas invariable 
par ces substitutions; désignons-le toujours par 


Y —=9P(LTi) Lo, La cr. 
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Dans l'équation 
Y®=p 
nous ferons encore 


P = Fa, æ 3, ...); 


cette fonction ne sera pas symétrique, mais seulement 
invariable par les substitutions circulaires de trois let- 
tres. S1 l’on remplace 

Li, Los La 
par ’ 

Las La, T1 


dans 9, la relation 
pP=F 


subsistera toujours; et, puisque F ne change pas par cette 
substitution, il viendra 


px TPS TT .)=cy(x, Las Lys pp ve) 


æ désignant une racine nième de l’unité. 
En faisant dans cette équation la substitution circu- 


laire 
(Zi Los T3); 


et en répétant cette substitution, on aura 


p(xs; Lis Los Ty, apr; Lys Lis Lys ...), 


M UT Li D = ms, Ti, La is see) 


puis, en multipliant les trois équations précédentes, ou 


conclura 
a — TH, 


Ainsi, » sera égal à 3. 

Si le nombre des quantités x4, do, Hs, 1, ... est su- 
périeur à quatre, ou si l'équation f(x) = o est d’un 
degré plus élevé que le quatrième, on pourra effectuer 


à 
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dans ® une substitution circulaire de cinq lettres, par 


exemple ‘ 
DAT LS CT ÉLIRE El 
1 2 39 49 5/2 


la fonction F ne changera pas par cette substitution, et 
l’on aura 


p(æs, Las Lys Tr, Li, 0 Ai EM Lo, Las Lys, lys «0 “À, 
puis, en répétant de part et d’autre la même substitution, 


pÜtss Lis Lis Lys Ta, .J=ap(re, Lys Lys Esn Lys ee) 


Par la multiplication, on obtient 


N 
2 —— 
Mas 


ce qui entraîne 
LENS 


puisque « est une racine cubique de l'unité. Donc, si 
le degré de l’équation proposée est supérieur à 4, la 
fonction ® est invariable par les substitutions circulaires 
de trois lettres, ce qui est contraire à notre hypothèse. 
Ainsi, tous les radicaux renfermés dans l'expression 
de la racine d'une équation générale de degré supérieur 
au quatrième devraient étre égaux à des fonctions ra- 
tionnelles des racines invariables par les substitutions 
circulaires de trois racines. En substituant ces fonctions 
dans l'expression de x,, on arrive alors à une égalité de 


la forme 
EST 7 Tv LUS PANNE 


qui doit être identique ; or cela est impossible, puisque le 
second membre reste invariable quand on remplace x,, 
Lo, X3 Par Lo, 3, Ls, tandis que le premier membre 
change évidemment. 

Donc il est impossible de résoudre par radicaux l’é- 


a PP A SN 
“ C en y ES & é à ce 
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quation générale du cinquième degré ou d’un degré su- 
périeur. 

La démonstration précédente fait voir en même temps 
que, pour les équations du troisième et du quatrième 
degré, le premier radical, dans l’ordre des opérations, 
doit être un radical carré, et le deuxième un radical 
cubique. Ces circonstances se présentent, en effet, dans 


les formules que nous avons données dans le Chapitre 
précédent. 
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CHAPITRE III. 


DES ÉQUATIONS ABÉLIENNES. 


Des équations trréductibles dont deux racines sont tel- 
lement liées entre elles, que l’une puisse s'exprimer 
rationnellement par l'autre. 


929. Après avoir démontré qu’il est impossible de 
résoudre algébriquement les équations générales de de- 
gré supérieur au quatrième, il paraîtrait naturel de cher- 
cher à déterminer quelles sont les équations susceptibles 
d’une telle résolution. Mais, avant d'aborder ce difficile 
problème, il convient de presenter une étude complète 
d’une classe remarquable d'équations que M. Krônecker 
a nommées abéliennes. 

Les équations auxquelles conduit le problème de la 
division du cercle en un nombre premier p de parties 
égales sont toujours résolubles par radicaux, et Gauss a 
montré, dans ses Recherches arithmeétiques, que chacun 
des radicaux dont l'expression des racines est composée 
a pour indice l’un des facteurs premiers de p —1. Ces 
équations ont cette propriété, que chaque racine peut 
s'exprimer rationnellement par l’une quelconque des 
autres, et Abel, en partant de cette remarque, a fait voir 
que, si deux racines d’une équation irréductible sont 
tellement liées entre elles, que l’une puisse s'exprimer 
rationnellement par l’autre, on peut toujours ramener la 
résolution de l’équation à celle d'équations de degrés 
moindres. Il y a même des cas où l'équation est résoluble 
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algébriquement; cela arrive en particulier si son degré 
est un nombre premier. 

Nous allons exposer ici ces recherches d’Abel, et nous 
ferons ensuite l'application de sa méthode aux équations 
dont dépend la division du cercle en un nombre premier 
de parties égales. 


530. Soit 
(1) ea == 0 


une équation irréductible de degré p, et supposons que 
deux racines x’et x, soient liées entre elles par l'équation 


re 0x3, 


où 0x désigne une fonction rationnelle de x et des quan- 
tités connues. x’ étant racine de l'équation (1), on aura 


P(Gr)—=0; 
d’où il suit que x, est racine de l’équation 
(2) sai 0x) 10; 


et, par conséquent, cette équation {2) admet toutes les 
racines de l’équation (1) (n° 100), car celle-ci est irré- 
ductible, et f(0x) est une fonction rationnelle. En d’au- 
tres termes, si x désigne une racine quelconque de l’é- 
quation (1), 0x sera aussi racine de cette équation. 
Mais 0x, est racine de l’équation (1); donc 60x, le sera 
aussi, ainsi que 660x,, et généralement, en répétant sur 
x, un nombre quelconque de fois l'opération désignée 
par 6, on obtiendra toujours une racine de l'équation (1). 
Soit, pour abréger, 


00 x, === 0T,, CHE, = 0%, 0x, REZ FAN °.., 
tous les termes de la série 


(3) Lys Ori, Ua, as, oo 
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seront des racines de l'équation (1). Mais la série (3) ren- 

ferme une infinité de termes, tandis que l’équation (1) 

n’a que x racines; il faut donc que quelques-unes des 

quantités(3)se trouvent répétées un nombre infini de fois. 
Supposons, par exemple, que l’on ait 


gm+n y, — 0x, 
ou 
8m (0x) — 0x, — 0, 
l'équation 
OR 0 
a la racine 8x, commune avec l’équation (r); elle admet- 
tra donc toutes les racines de l’équation (1), et l’on aura 


QE re e Ls 0 
ou 
EL sde EE 
On tire de là 
DRE 


d’où il suit que les termes de la série (3), à partir du 


nième, se reproduiront dans le même ordre, et que cette 
série ne contiendra que les n racines distinctes 


(4) 21, 0 Li 0 eee DUT 


Ces n racines seront effectivement distinctes, si 2 est le 
nombre de fois qu’il faut répéter sur x, l'opération dé- 
signée par 0 pour reproduire x. 
Si l’on a u—n, la série (4) contient toutes les racines 
de l'équation (1). 
Supposons ps >n,et soit x, une racine de l’équation (r) 
qui ne fasse pas partie de la série (4), on fera voir, 


comme précédemment, que toutes les quantités 
(5) Lo, Dire, pe ….., QE .. 


sont également racines de l'équation (1). Or je dis que, 
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dans la série (5), les 7 premiers termes 
(6) D 10110 Ts 1 iris 


sont les seuls qui puissent être différents. En effet, l’é- 


quation 
Otr—rxr—0o 


admet la racine x, de l’équation (1); donc elle admettra 
toutes les autres, et l’on aura 
REP PE 

d’où 

Or, — br, 
Par conséquent, les termes de la série (5) se reproduiront 
dans le même ordre, à partir du ni", et, parmi ces 
termes, les seuls qui puissent être distincts sont renfer- 
més dans la série (6). 

Je dis maintenant que les termes de la série (6) sont 
effectivement différents entre eux, et distincts des quan- 
tités (4). 

L'égalité 

GO E Gr, 
où k et : sont inférieurs à 7, est effectivement impos- 
sible; car, d’après le théorème établi au n° 100, elle 
entraînerait 

GE br, 
ce qui n'a pas lieu, puisque les quantités (4) sont diffé- 
rentes. 

L'égalité 

Gras dr, 
est de même impossible. Si, en effet, elle avait lieu, il 
en résulterait 
CREER Or GEGE 


où 
gr—ktig, Le: 07 Lo LL Las 
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et, par conséquent, x ferait partie de la série (4), ce qui 
est contre l'hypothèse. 

Le nombre des racines de l’équation (1) renfermées 
dans les séries (4) et (6) est 27; on a donc nécessaire- 
mentu—2noup>2n. 

Supposons u > 2n, et désignons par x, une racine de 
l'équation (1) qui ne fasse pas partie des groupes (4) 
et (6); en raisonnant comme précédemment, on formera 
un troisième groupe de 7 racines, 


2 n—1 
Ts 403 00e is LU MO 


toutes distinctes et différentes des quantités (4) et (6); 
d’où il suit nécessairement que l’on au=3nouu>3n. 

En continuant ainsi, on verra que les p racines de 
l'équation (1) peuvent être partagées en un certain 
nombre m de groupes composés chacun de x termes, en 


sorte que 
Le — mr. 


Les racines de l'équation (1) seront alors 


2 n—1 
Lys 0 LIN 0 ET NT ARE EEE 
2 n—1 
Loi 0 Ta 0 Ta Ur T0 Re 
27 n—1 
(7) Ts, 0713, 102%, Re SCORE 
2 n—1 
Cons VAN 0 TR IR 


531. Considérons l'équation de degré 7 qui a pour 
racines les racines de l’un de ces groupes, du premier 
par exemple, et soit | 


(c—)(x — 02) (x— 0x,)...(x — 0-1x,) = 0 
ou 


(8) + AU ant AM an +, , + AU æ + AU) 
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cette équation. Les coefficients 


Ag Ie AT AU) 


m 


sont des fonctions rationnelles et symétriques des quan- 
tités 
PAT CR PEN RE 
et ils ne dépendent, comme on va voir, que d’une seule 
équation du degré m. 
Soit, en effet, y, une fonction rationnelle etsymétrique 
quelconque des quantités 


(9) T1) 0x, Fax, Tr: 0; 


0x1, 02x3, ... étant des fonctions rationnelles de 1, y1 
le sera aussi, et nous poserons 


J1 et), 


F désignant une fonction rationnelle. En outre, à cause 
de 0x, = x, les quantités (9) ne feront que se changer 
les unes dans les autres si l’on remplace x, par 0x1, 
xs, ..., 071x,; et comme y, est une fonction symé- 
trique de ces quantités, sa valeur sera invariable par ces 
changements; on aura donc 


n=F(rn)=F(62)—=F(Px)—.,.Z=F(0% x), 


Désignons par 
Vas Vas vos Vm 


les valeurs que prend y, quand on y remplace x, succes- 


sivement par 
Los Lgy 009 ms 


on aura 
TONER = F(0x)=F(%x) 
Ar de e sels once scie n pod ets ne, 0 à + 6 eee tte op ele is; o etes 0 0 Le 9 


Pr lire Rlex,) = CR A  R PQE 


Î 
| 
= 
2 
à 
8 
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Soit maintenant 


(x — 71) (Y —J2). : (T—Ym) = 0 
ou 


(10) Hp Ep Ep 4Y + Pm = 0 


l'équation qui a pour racines 4, Ya, ..., Ym 3 Je dis que les 
coefficients p, pr, ... de cette équation peuvent être 
exprimés rationnellement par les coefficients de l’équa- 
tion proposée (1). On a, en effet, quel que soit l’entier À, 


= 2 CF (a) + LF(62)P ++ [F(6 a )P}, 


= [Fm )P + CF(6e)P ++ [F(0"2)), 


00 -.. . CRC) ... .... 073 


Mn LF(æu)P + CE (8m) P +. : + [F(0zn) D}, 
et, en ajoutant, 
SRE 1 ST 
Fa ST à He ROTH ES = D EF). 


Le signe du second membre s'étend à toutes les ra- 
“ 


cines de l’équation proposée; ce second membre est done 
une fonction symétrique et rationnelle de toutes les ra- 
cines; d’où 1l résulte que les sommes de puissances sem- 
blables des racines de l’équation (10) peuvent être expri- 
mées rationnellement par les coefficients de l'équation 
proposée. On pourra donc aussi exprimer de la même 
manière les coefficients p,, p2, ..., ainsi que nous l’avions 
annoncé. 

La fonction rationnelle et symétrique y, des quanti- 
tés (9), fonction qui peut être choisie à volonté, dépend 
donc directement d’une équation de degré m. D'ailleurs 
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les fonctions 


) 1 ) 
DRE AU ea 


sont semblables ; car elles peuvent toutes être considérées 
comme des fonctions rationnelles de la seule racine x4. 
On pourra donc exprimer 


(1) (1) (1) 
A RAS ER 


en fonction rationnelle de y,. 

Nous sommes ainsi conduits à l’une des applications les 
plus importantes de la théorie des fonctions semblables, 
que nous avons développée dans le Chapitre V de la Sec- 
tion [IV ; mais, comme cette théorie est sujette à quelques 
cas d’exception, il ne sera pas inutile d’entrer, avec Abel, 
dans le détail du calcul des coefficients Al, AT, .... 

Désignons par Ÿ(x,) l’un quelconque de ces coeffi- 
cients ; d est une fonction rationnelle qui ne doit pas 
changer quand anremplace par 074, 02%. O0 y, 
puisque Y(x;,) est, comme y,, une fonction symétrique 
des quantités (9); et il en sera de même de la fonction 


Jiv(a) où [F(a)Py(æ). 
On aura donc 
pau (es) = 2 À LF (as) 9 (es) + CF (93) (Ba) + 
+ [F (012) p(6—12,)}, 


en remplaçant 1 successivement PAT Lo, Lgy ee) Cm 
on aura des expressions semblables pour y: Ÿ(æx2), ..., 


YnŸ(Lm); et, si l’on pose 
(ui) àa=m va) + ve) +ec+y dan) 


on aura 


= 2 DIF (2)P 4 (eh 
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le signe » s'étendant àtoutesles racines de l'équation ( 1). 


On voit par là que #, est une fonction symétrique el 
rationnelle des racines de l’équation (1), qui pourra, par 
conséquent, s’exprimer rationnellement en fonction des 
quantités connues. 

Cela posé, en prenant pour À les valeurs o, 1, 2, 3, …, 
(m—1), l'équation (11) donnera les suivantes : 


Ÿ(ai) + Vire) +... + dan) — Lo, 
J1Ÿ(x) + Jab(ze) +. . «+ YmYŸ(Lm) = b, 
(12) {itfm)+mt(m) +5. +7 tale 


NP be) rh (re) +. + ip) = lyp—19 


dont les seconds membres peuvent être considérés 
comme connus. 

Pour avoir la valeur de Y{x,), ajoutons les équa- 
tions (12), après les avoir respectivement multipliées par 
les indéterminées 


Ri RG RS RER EE 
et faisons, pour abréger, 
(13) pr) = HR + HR +R; 
on aura 


p(r1) (x) + p(y2) Y(x) +.. +p(rn) Ne) 
= to Roth Re Ene Ryne + En—1 5 


et, si l’on détermine les facteurs R;, R;, ... par les 
conditions 
pra] = 0, ps) 0 ..., (rm) =0, 


(14) pa) — 


lo R; + d, R, + nn Te co Uno R7 mn En—1 
g(91) 


"PLECETTRR 
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Cherchons maintenant les valeurs de R,, R,, .... D'’a- 
près notre hypothèse, l'équation 
p(r)=0 


doit avoir pour racines Yo, ay +++3 Ym3; MAIS Ces ra- 
cines appartiennent aussi à l'équation (10), qui admet 
en outre la racine y, : on aura donc 


ee UE PILE pa ILE HE pra S + Pm 


Aer LE 
PIE Pr EC pr à 
+ Ji + P1Y + Pn—2Y1 
ta & ms LT SR AUES 
nn Pi 
HyeTL, 


Comparant les valeurs o(y) données par les équa- 
tions (13) et (15), on trouve 

Ro — Pi + Yi 

Rs = Pr Pi + 
Gi CORRE PP UArE 

Ri— Pme + Pme HY, 


Re = Pi + Pm=2)i Hess HE. 
On tire aussi de l'équation (15) 
(rs) = my + (m — 1) IT + + 2pm2 Ii + Ps 
et en faisant, pour abréger, 


A 6 Pa + UPm a tetet Emme Pi + Em 
LA LP msi t UPm-3 Fr. + nos 


Mid ele aies d ee 691908 mis ue se :Jue QYe ps ttiar oc eis:s 
En—e — lo P1 + ds 


Le — Los 
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on aura cette valeur de d(x,), 


(1) 

my EME HIDE tes H2Pm eo) + Pin—4 
La formule précédente n’est en défaut que si le déno- 
minateur du second membre est nul. Or, je dis qu’on 
peut toujours faire en sorte que cela ne, soit pas. En 
effet, ce dénominateur est égal au produit 


ne UP 2 Vent UE me 
et, pour qu'il soit nul, il faut que l’un des facteurs le 
soit, que l’on ait, par exemple, 

Fi to A 
Cela posé, prenons pour y, la fonction 
ni=(e—m)(e—07){(e —6x)...(x — 0 1x), 
æ étant indéterminé; l'équation y, = yx, ou 
(a — x;)(a —021)...—(x—xy) (x —0x;)..,, 

ne peut avoir lieu, quel que soit «, à moins d’être iden- 
tique; ce qui est impossible, puisque les auantités x4, 
6xx, ... sont différentes de x,, 6x, .... D'où il suit 
qu’en choisissant y,, comme il vient d’être dit, l’équa- 
tion (17) donnera pour Ÿ(x,) une valeur finie et déter- 
minée. 

Les coefficients AP, A9, … de l'équation (8) peuvent 
donc s'exprimer rationnellement par une même fonction 
y dont la valeur dépend d’une équation du degré m; et 
si l’on remplace y, successivement par Y2, 73, ..., Yms 
on aura m équations du degré 7, dont les racines seront 
respectivement 

Lis RO RE. 607 ER 
Las Lay ve, 0 xs, 


n—1 
Lynn OR ..., (] ln) 


SATA 
De CN 
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d’où il suit que l’équation proposée peut être décomposée 
en "2 équations chacune du degré », dont les coefficients 
sont respectivement des fonctions rationnelles d’une 
même racine d’une équation du degré m. 

Cette dernière équation n’est pas en général résoluble 
algébriquement, quand son degré surpasse le quatrième ; 
mais l’équation (8) et les autres semblables le sont tou- 
jours, comme nous allons le démontrer, en supposant 
connus les coefficients Af°, A?, ..….. Dans cette hypothèse, 
notre analyse ramène la résolution de l'équation proposée 
de degré y — mn à celle de m équations de degré 7, qui 
ont cette propriété, que toutes les racines de chacune 
d'elles peuvent être représentées par 


HU M0 pe Tin QI me, 


Résolution algébrique des équations dont toutes les 
racines peuvent étre représentées par x, 0x, 0x, …, 
8-1 x, 0x étant une fonction rationnelle de x et des 
quantités connues, telle que x = x. 


D32. Soit 
(1) fix} =0 
une équation de degré y, dont les racines sont 
NE CR PULLS 


5x désignant une fonction rationnelle de x et des quan- 
tités connues, telle que l’on ait 


(2) 6x == », 
et, par conséquent, 


(3) AE SONT. 


S. ee Alg. SUP, IL, 34 
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Désignons par æ une racine quelconque de l'équation 


Fons |. 


et posons, avec Lagrange (n° 520), 


(4) Ÿ(x) = (x + 0x + a 0x +...+ at LORIE 


je dis que la fonction Y(x) est exprimable rationnelle- 
ment par les quantités connues de f(x) et de B(x). 
En effet, remplaçons x par "x dans l'équation (4), 


on aura 


4 (97 x) — (0x + a0+ip HE 20H22 +... + ab—1 TEEN 


et, en ayant égard aux équations (2) et (3), 


ÿ (07 à — (9x “ue a0+1 CES ab x + ab m+1 0 “HELE ab—1 Op 2e 
Parvis + ab mtlGr LR avi 01 D LE Op +... + gn—m—1 du 1 2) 


ms 


== Case dt: + «0x + «8x +... + ant lx)8, 


ou enfin, à cause de «“—1, 
ÿ (0% x) = ÿ(x). 


Donnant à m les valeurs successives 0, I, 2, ..., U—7, | 
on a 


Ya) = p(82) = ÿ (Ex) =... = ÿ (#2), 


et, par conséquent, 


Her) = à LH) + 40e) +4 (0 ta)]s 


d'où il suit que ÿ(x) est une fonction rationnelle et 
symétrique de toutes les racines de l'équation (1); elle 
pourra donc être exprimée rationnellement par les coef- 
ficients de cette équation. 

Posons alors 


1 Tynitidhé ss dinde is; 


Ÿ (æ) So 


TE 4 
CAT PPS AP. PO 
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on aura 


Z + ox + a 0x +. , + ati Or — Vo. 
étant une quantité connue. Et si l’on désigne par 


1, &, Co, Au—1 
les d. racines de l'équation 


1 11, 
par 
Pos Das Pas ce, Vus 


les valeurs correspondantes de », on aura 


x+Or + rt... + 1x = Vo, 
v+u6x+a fr +... + at 681x — Vo, 
15) © + 0902 + 0x +......,+ où O1 x — Vo, 


MR Ne) se 2t%n, era © MAN ane) DSL 2 506 0e 6 "206.06, 4.0 101 ee  L'e 07 à .... 


— 


2 ri 1 Quid mb}, 
[T+astr + ,0 TH... + ai 0 Ce AD FE 


La quantité Ÿ®, est immédiatement donnée par l’équa- 
tion (1); car, si l’on désigne par À le coefficient de x“! 
dans cette équation, on a 


b. 
Vo — — À. 


En ajoutant les équations (5), et ayant égard aux pro- 
priétés connues des racines «, 1l vient 
IR TR AL AS NOR ETES VITE 


que à 


et l’on aura généralement la valeur d’une racine quel- 
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conque 0*x, en ajoutant les équations (5) respective- 
ment multipliées par 


In In —m —Nl + 
Î ? % 3 Lo 2 La ? LR EE TE ? 


on trouve ainsi 


sun BR ET Hu ——— 
À bmp SE NS TORENS ES 
(7) HE à ; 
cette formule donnera les valeurs de 6 +, 2x, ..., 01%, 


en attribuant à 7» les valeurs 1, 2, 3, ..., (mu —1). 


533. Dans l’équation (6) et dans toutes celles qu’on 


déduit de la formule (7), on doit considérer chaque 


radical te Vos, RE Vus comme ayant toujours la 
même valeur. Si on laisse à ces radicaux toute leur gé- 
néralité, l'équation (7) ne diffère aucunement de l’équa- 
tion (6), et cette dernièrerenferme l'expression de toutes 
les racines. Il y a en outre ici une difficulté, car l’équa- 
tion (6) donne pour x une expression qui a “7! valeurs, 
tandis que l'équation (1) n’a que u racines. Mais nous 
avons déjà eu l’occasion d’indiquer comment on peut 
faire disparaître cette ambiguïté, et il est facile d'établir 
que, quand on a fixé la valeur de l’un des radicaux, les 
autres sont par cela même déterminés. 
En effet, désignons par « une racine primitive de 
l'équation 
HT, 

et posons 

RU Uz ko lg 0 OR EE 
on aura 

Ve, — x + 0x + 02m +. , + ab 0x, 


Ve, = x + at 0x + 032 +... + at) 20h ge 








(8) 


# oe 
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DT ES TT M 
Si l’on change x en dx, Vo, se changera en &“"\v,, 
L L , A LA 
ainsi qu on le reconnaît par le calcul effectué plus haut. 
. Cr EE 
Pareillement Vs, sera, par le même changement de x en 
» P 5 


dx, multiplié par &"#—"); d’où il suit que le produit 


va ay 


sera multiplié par a#"= 1, c’est-à-dire qu'il n’éprou- 
vera aucun changement. Si donc on pose 


Ven (Ve = p(x), 


on aura 
pÜr) = p (6x) = p(Ox) =. = (ta), 


et, par conséquent, 


Ï 


\ I à 
AB [y(x) + (0x) +. + p(tæ)]. 
p(x) est donc une fonction rationnelle et symétrique 
des racines de l’équation (x), et l’on pourra l’exprimer 
rationnellement par les quantités connues; en dési- 
gnant par @, sa valeur, on aura 


Vos (Va = an 


ou 


[2 dn QT N\nR 
Vin (Vo) © 
si 
ñ à . . 0 . [a 558 
On pourra exprimer ainsi chacun des radicaux Vs, 


3, ... en fonction rationnelle de Ver, et l’équation 
(6) prendra la forme 
LA + Va + FE (ne (Van) SE (nr T, 
Fe ’1 4 CA 
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Cetie expression de x a précisément valeurs, et elle 
représente bien les u racines de l'équation proposée. 
De ce qui précède on peut conclure cette proposition 5 


Taéonème 1. — Si les u racines d'une équation quel- 
conque peuvent étre représentées par 


(Lee 


2 
ZX; OT ER RER" 


ÿx étant une fonction rationnelle telle que = x, l'é- 
qualion est toujours soluble par radicaux. 


Et en rapprochant cet énoncé du théorème démontré 
au n° 531, on a cet autre théorème : 


Taéorème Il. — Si deux racines d'une équation irré- 
ductible de degré premier sont telles, que l’une puisse 
s'exprimer rationnellement en fonction de l’autre, l'é- 
quation est soluble par radicaux. 


Cas où les quantités connues sont réelles. 


534. Si tous les coefficients de f et de 8 sont réels, 
on a un théorème remarquable, que Gauss a établi le 
premier à l’égard des équations dont dépend la division 
du cercle en parties égales. 

Nous avons posé précédemment 


= (x +abx+a0r+.,.+an10, ,}8, 


et nous avons établi que v, est une fonction symétrique 
des racines de l’équation f(x) = 0; par conséquent #, 
est exprimable rationnellement par les coefficients de f 
et de 0; et si ces quantités sont toutes réelles, v, ne 
contiendra d’autres imaginaires que celle de la racine «. 
En outre, v,_, se déduit de #, en remplaçant & par l’ex- 
pression conjuguée aæ“'; d’où il résulte que v, et w, 4 


“TU 
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sont des quantités connues imaginaires et conJuguées. 
On pourra donc poser 


(1) A es p(cose cr Ver sinw), 


| Pt — p(cosw — ÿ—: sinw). 
Nous avons aussi, en général, 


(Ve, rs Ve, — An) 


et, pour 2—U—I, 
(2) Ven — a | 


a, est exprimable rationnellement par les coefficients 
de f'et de 0: elle ne peut donc renfermer d’autres ima- 
ginaires que celle qui se trouve dans «. Mais il est évi- 
dent que &,_, ne change pas si l’on remplace & par a“ 
qui est sa conjuguée; donc a, ; est réelle. 

Des équations (1) et (2) on déduit 


p— a} _4 
et, en désignant par a la valeur numérique de a,_,, 

Ve = Va. 
La première des équations (1) donne alors cette valeur 
de Vo, 


— 2 À ——— + 24 
ee Va (cos? +2 VE sin ET), 
F Fe 


où k désigne un nombre entier, et l’expression des ra- 
cines x, donnée par l'équation (8) du n° 533, prend 
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cette forme très-remarquable : 


CE — 





— #7 — , ©o+927 
NA + Va (cos TETE + ÿ—1 sin ® 2e) 
LP 


es 1 7 TE 1 d 2 À h 
HF + gÿ—1) [cos ARE) 4 Vin ARE | 
122 


0 


—\ pa — , 3(o+24 
tr + a V5) Va cos SE RE) + sin EE | 
l 


HT PER 2. À FETE Â le +oÂr 
+(f£ + ge V1) [cos EE 20 Vin #2] 
M ln 


OÙ Gif 2, is piste SOLE fonctions rationnelles 


2H . CONTE 
de cos — et de sin —. 


La formule précédente fera connaître les 4 racines de 
f(x) = 0, si l’on donne au nombre entier k les y va- 
leurs o, 1, 2, 3, ..., m—1. De là résulte le théorème 
suivant : 


Tuéorème. — Pour résoudre l'équation proposée 
= on bsur te 

1° De diviser la cireonférence entière du cercle en 1 
parties égales; 2° de diviser ensuite un angle w qu'on 
peut construire en p parties égales; 3° d'extraire la 
racine carrée d'une seule quantité a. 


Remarque. — Les coefficients de f et de 6 étant tous 
réels, si une racine de f(x) —o est réelle, toutes les 
autres le sont aussi, puisque, si x désigne cette racine 
réelle, les autres racines sont 


2 en e 
0x, er, .. (/Le Los 


par conséquent, les racines de l’équation proposée sont 
toutes réelles, ou toutes imaginaires. 
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Première méthode particulière relative aux équations 
abeliennes dont le degré est un nombre composé. 


539. La méthode qui vient d’être exposée pour la ré- 
solution algébrique de l’équation abélienne de degré p, 


(1) Fe) 0; 


est applicable à tous les cas, que w soit premier ou non; 
mais, quand p est un nombre composé, on peut simpli- 
fier la solution en opérant comme nous allons l'indiquer. 

Soit p — mn. Les racines de l'équation (1) étant tou- 


jours 
2 sf 
SANTE ES ET AE PRE à 


nous pourrons les partager en m groupes de la manière 
suivante : 
æ, Ge (EU 7 Or lt D Lo 


0x, gti, (ae. Cr L (2 mgt Von 08 


.., 


.... CC ee ee CON URC ES V4 EE NC 


grr—1 1 Qg2m—1 æ Qg3n—1 L; (EE, GORE EE 
ou, en posant 
TE Ut Ph NS ho Tim Ein. 


et 
Cine CR 
de la manière suivante : 
Ti, ô, Ti 0? Li, e + L] 05 x, 


2 + 
Los Vites OiXes +, 072 


(2) 
2 n—1 
Lym Û, Ln Ch mms 07 Lime 


En appliquant donc à l'équation (1) la méthode exposée 
au n° 531, on pourra la décomposer en m équations, 
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chacune du degré 7, qui auront respectivement pour 
racines les racines des divers groupes (2), et dont les 
coefficients seront des fonctions rationnelles d’une 
même racine d’une équation 


(3) #(r)=0 
de degré m. Soient 


Jar Jar sos Yom 


les 2 racines de l’équation (3), et 


(4) (x, 71) = 0, p(T, Ye) —0, …. (2, Yale 


les nm équations qui ont respectivement pour racines les 
quantités du premier groupe (2), du deuxième, etc., du 
dernier. Je dis que, pour résoudre l'équation (1), il suffit 
de connaître une racine y de l’équation (3), et ensuite 
une racine x de l'équation 


(5) pl, J)=0 


correspondante; car on aura, de cette manière, une pre- 
mière racine x de l’équation (1), et les autres seront 


RACE NE fa 


L’équation proposée (1) étant résoluble algébrique- 
ment, l'équation (3) l’est aussi; car y désigne une fonc- 
tion rationnelle de x. Mais je dis en outre que l’équa- 
tion (3) jouit de la même propriété que l’équation (1), 
et que, par conséquent, on pourra lui appliquer la 
même méthode de résolution. 


En effet, les racines de l’équation (1), renfermées dans 
le premier des groupes (2), sont 


(6) T 0x, "x, LION JUNE, 


et y désigne une fonction rationnelle et symétrique de 
ces racines, c’est-à-dire une fonction rationnelle de x. 


g ñ 
+ Lot AE AÉ 
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Posons 

= STx, gm zx, om Lette OCR] — F(x), 
les m racines ÿ1, Yo, ..., Ym de l’équation (3) seront 

F(æ), F(8x), F(@a), ..., F(0m-1x), 

et l’on aura 

F(6x) — F(0x, 002, 00%, ..., 00m), 
Par conséquent, F(0x) et F(x) sont des fonctions 
rationnelles et symétriques des quantités (6), et l’on 
pourra exprimer rationnellement l’une par l’autre en 
appliquant la méthode des fonctions semblables rap- 
pelée au n° 531. 


Soit donc 
F(x) mr 1F(xr) =): 
À y étant une fonction rationnelle de y, on aura 
F(#x) en AGENT Er, 
F(&x) —) F(62x) — y, 
F Cle x) — } F (O7 x) — Mt 
et l’on voit que les m racines de l'équation (3) pourront 
être représentées par 
vs XY, y, PÈRE RTE 
À désignant une fonction rationnelle telle que 
AY NA 
Quand l’équation (3) sera résolue, y sera connue, et 
l’on pourra appliquer à l'équation (5) la méthode pré- 
cédemment exposée, puisque ses 7 racines peuvent être 
représentées par 


LAIT VE PO HE NE PILE TE € 


On peut donc énoncer cette proposition : 


Si u— mn, la résolution de l'équation (1) est ra- 
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menée à celle de deux équations des degrés met n 
respectivement, et qui ont la méme propriété que la 
proposée. 

Si z est lui-même un nombre composé M4 74, ON ra- 
mènera, de la même manière, la résolution de l’équa- 
tion (5) à celle d’une équation en z 


(a ; h(z r)=0 
de degré m,, et à celle d’une équation en x de degré r, 
(8) ga (, Y, z) = 0. 


Dans l'équation (7), y fait partie des quantités con- 
nues, et dans l’équation (8) il en est de même de y et 
de z, et, généralement, on a ce théorème : 


THéoRÈME. — St p — m, ma... m,, la résolution de 
l'équation (1) peut étre ramenée à celle de n équations 
des degrés 

ISSN IAE 
respectivement, et il suffit méme de connaître une ra- 
cine de chacune de ces équations, lesquelles ont toutes 
la méme propriété que l'équation proposée. 

Corozzaire Î. — Si, en décomposant w en facteurs 
premiers, On à 

fe ep ep? Po ePu, 


la résolution de l'équation proposée de degré y se ra- 
mènera à celle de p, équations du degre e,, de p2 équa- 
tions du degré &>, ..., de p, équations du degré &,. 

Corozzaire Il. — Youte équation de degré 2P, dont 
les r'acines peuvent étre représentées par 


æ, 0æ, 6x, ,.., 0%—1», 


peut étre résolue à l’aide de p extractions de racines 
carrees. 


n ral 7 ET 
de dits it él 


1 UT | de. 


Le 
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036. ExemPze. — Supposons 4 — 30, les racines de 
l'équation 
(x) J (x) 10 
seront 
MROTS OP IErSANON LE 


Comme 30 = 2 >< 15, on prendra pour y une fonction 
rationnelle et symétrique des quinze racines 


2 , A8 
PME D en Tr EDEN SU ee 


y dépendra d’une équation du deuxième degré 
dont les coefficients seront exprimables rationnellement 
par ceux de Îa proposée; on pourrait former ensuite 
l'équation du quinzième degré ayant pour racines x, 
2x, ..., 028x, mais il est inutile de faire ce calcul : 
représentons, comme précédemment, par 

(xs J) = 0 


cette équation, où y est une quantité connue. Comme 
15—3%5, on prendra pour z une fonction rationnelle 
et symétrique des cinq racines 


D'UN ET, 0. Qtr: 
Zz dépendra d’une équation du troisième degré 
(3) + C2 + Dz + E = 0, 
dont les coefficients seront des fonctions rationnelles 
de y et des autres quantités connues; enfin on formera 
l'équation 
(4) 2$ + Fat + Ga + Ha? + Kzr + L=o, 
qui a pour racines 


6 12 18 2% 
CT ice NT AN re 
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et dont les coefficients seront des fonctions rationnelles 
de y et de 3. Ainsi, pour résoudre l’équation (1), il suffira 
de déterminer une racine de l’équation (2), puis une 
racine de l’équation (3), puis enfin une racine de l’équa- 
tion (4). 


Deuxième methode. 


9937. Revenons au cas général, et supposons 
BU — Mi Mo, eo Me 


Désignons par 4, n°, ..., n, les quotients respectifs deu 


= Min = Mo la = Ms la = — Mu we 


Cela posé, on peut, d’après ce qui précède, ramener la 
résolution de l’équation 


RENE 0 
à celle de deux équations, des © manières suivames : 


P1(Z, Y1) — © ayant pour racines, 0e NON 
(1) Q(—-1mix, et dont les coefficients sont des fonctions 
I 


rationnelles d’une racine y, d’une équation Ÿ, ( Ji) — 0 


de degré m:; 


Q(:-1)M:2, et dont les coefficients sont des fonctions 


(2): 


pa (x, Ja) — © ayant pour racines x, 6722, (Ru, 
| rationnelles d’une racine y, d’une équation 4, (72) = 0 


de degré m3; 


y u 
D .s.0-0e » 5,0 + 0e t 60 0254 0 06 016 8 à à 6 8» DS 86:30 CN ONE RS 


Olw-1),x, et dont les coefficients sont des fonc- 


(w) 


| Pu(Ts Yu) = 0 ayant pour racines x, 0x, 07ux, .,., 
| tions rationnelles d’une racine y, d'une équation 


Yu(Yv) = 0 de degré ms. 
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Supposons maintenant QUE NN, Mo, ...; Mo soient premiers 
entre eux, les équations 


pl, MU 0; pa(+, dl=0. »,0,0/9 Pu(T, #0 


n'auront que la seule racine x commune; donc on pourra 
exprimer x rationnellement par les coefficients de ces 
équations, et, par conséquent, en fonction rationnelle 
de Y1, Vas +++, Yu. Ces dernières quantités étant con- 
nues, on aura ainsi l’une des racines de l’équation (1), 
et l’on en conclura ensuite toutes les autres 

La résolution de l’équation (1) est donc ramenée à la 
recherche d’une racine de chacune des équations 


YW(Y71) =0, ÿ(Ya) = 0; se MSIE 


qui sont respectivement des degrés m4, m9, ..., m,. En 
outre, ces équations ont la même propriété que la pro- 
posée, ainsi que nous l'avons établi précédemment; on 
pourra donc leur appliquer la même méthode. Si l’on 
veut que ces équations soient le moins élevées possible, 
et si, en décomposant y en facteurs premiers, on à 


Piel» Po 
ON PORC 


il faudra prendre 


Pi 
? 


M, —E, Fu 


ME, 1 és. Mo —E, 


Quant à la résolution de chacune des équations 


#(r)= 0 


de degré e?, elle se ramène à celle de P équations de 
degré €, ainsi que nous l’avons démontré, 
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Des équations irréductibles dont deux racines x et x! 
ax + b 


sont liées par la relation linéaire x'= -———>; où 
a'x+b 


a, b, à!, b' sont des constantes données. 


538. Soit 
(a) (TE 


une équation irréductible, et supposons qu'entre deux 
racines x et x’ on ait la relation 


LIEN 0 
(2) ci Ua te 

a'x + b 
où a, b, a’, b'sont des constantes données. Les quan- 
tités comprises dans la série indéfinie | 


LEP O0 RENE RO ER 


doivent être racines de l’équation (1), et nous savons que 
l’une des fonctions 0x, 0x, ... est égale à x. Suppo- 
sons 


(3) Gr — a, 


Cette équation aura lieu identiquement, si l’on suppose 
que a, b, a’, b’ soient commensurables, ou, du moins, 
que ce soient des fonctions rationnelles des quantités 
regardées comme connues, et dont dépendent rationnel- 
lement les coefficients de l'équation proposée. Par con- 
séquent, on aura ces formules obtenues au n° 463 


À 
b'=— — (a 2 COS =) 
P 


(4) 


où À désigne un nombre entier premier avec Les 


3 sd LA NES ET ES 1 1 nr MS REZ 4 SL are, de. 4 me 24 
2 RATER EEE 
PR ee à s à ° 
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Dans le cas de p — 2, la condition (3) exige seule- 
ment que l’on ait 


a + b'—= 0; 


on peut d’ailleurs supposer dans ce cas 


Abri ba! ni 
et alors on a 
b'=—— a, 


(5) 3 — … ai 





: . 
a 


Le degré de l'équation (1) étant désigné par ny et les 
[4 racines étant représentées par 


æ, 0x, zx, RPC 
2 u— 

T5 0x, (] T4; 3 gx bri, 

Lo) 0x, 6x», Nr Gr, 


00 tt ee + 2. 0% «© 9 


A nl ire COUT dns 
si l’on pose 
(6) 2+0r+ br +... + ir y, 
y dépendra d’une équation 


(7) Fr) = 0 


de degré n, et dont les coefficients seront des fonctions 
rationnelles des quantités connues de l’équation (1) et de 
la fonction 0. L’équation (7) peut n’être pas résoluble 
algébriquement, mais les quantités 


PU de 0e tan Re TON SE 2: 
dépendent d’une équation de degré x dont les coefficients 
sont des fonctions rationnelles de y, et qui est, comme 


nous savons, résoluble. Dans le cas qui nous occupe, cette 
S. — Alg. sup., IL 35 
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dernière équation n’est autre que l’équation (6), et l’on 
voit, en conséquence, que l’équation proposée (1) doit 
résulter de l’élimination de y entre les deux équations (6) 
et (7); la seconde équation peut être considérée comme 
ayant pour premier membre un polynôme irréductible 
quelconque de degré 7. 

En d’autres termes, les équations que nous étudions 
peuvent être obtenues en multipliant un certain nombre 
d'équations de la forme 


x+0x+@x +... + 0x y —o, 
x +O0r+@r+... + lx— y; = o, 


x+O0x+x +... HO lx — y, — oO, 


e © 0-6 « 6e © je 0,0 0 ee eo te" es mr ele es re t ee 00 + 


.., 


x +0x+0x+.. + lx— y, ;,—=o, 


OÙ #, Vis V2 +.) Yn_1 désignent les 7 racines d’une 
équation irréductible dont les coefficients sont des quan- 
tités entièrement arbitraires. 

Il est évident qu’à l'équation (6) on peut substituer la 


suivante : 
d'Or IC 0 RDC I TES 


Des équations irréductibles à coefficients numériques 
dont plusieurs racines se développent en des fractions 
continues terminees par les mémes quotients. 


539. Nous avons fait connaître au n° 26 la forme des 
équations du deuxième degré dont les racines se déve- 
loppent en des fractions continues terminées par les 
mêmes quotients, et nous avons résolu ensuite (n° 512) la 
même question à l'égard des équations du troisième 
degré. Les considérations que nous avons développées 


2 
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précédemment nous permettent de résoudre le problème 
plus général dont voici l'énoncé : 

Quelles sont les équations irréductibles jouissant de 
la propriété que si l’on développe leurs racines réelles 
en fractions continues, par la méthode de Lagrange, 


deux ou plusieurs de ces fractions continues soient ter- 
minées par les mémes quotients ? 


Pour que deux racines x’ et x d’une équation se déve- 
loppent en des fractions continues terminées par les 
mêmes quotients, il faut et il suffit (n° 16) que l’on ait 


a, b, à, b'étant des entiers positifs ou négatifs liés par 


la relation 
al — ba == 1; 


en outre, pour que x et 0x puissent représenter deux ra- 
cines d’une équation irréductible, 1l faut qu’on puisse 
assigner un nombre entier y, tel qu’on ait identiquement 


x x 


si u est >> 2, cela exige, comme nous l'avons vu, qu’on 


Tr 
D — OS LS 


ait 


U. 
Àr 
a —24AcC0S — HI 
D lt 


1 
& 





LC] 


À étant un nombre entier premier avec p, et, dans le cas 
dex—2,0ona | 
b'— — a, 
D Er 


ERA 


e! 
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Or, puisque a, b, à, b' sont des nombres entiers, 


FT MAIRE : ; $ 
2 cos — doit être un nombre entier, ce qui ne peut arriver 
{ 


que si p est égal à 3, le cas de p— 2 étant réservé. On 
voit par là que la propriété que nous étudions ne peut se 
rencontrer que chez les équations irréductibles dont le 
degré a la forme 27 ou la forme 37. Nous examinerons 
successivement ces deux classes d'équations. 

Si l’on suppose p == 2, on a 


a?=E1 


et 
Gianere 


a désigne un nombre entier quelconque, ei «&’ un diviseur 
de a? 1. Si l’on prend pour F{y) un polynôme irré- 
ductible quelconque de degré n, et qu’on élimine y entre 
les deux équations 


D'ERTEENr FFE 


ou 
a Hi 


Li — yr + ee LE Te) 0, HIS 


«a 
on aura la forme générale des équations de degré 27 jouis- 
sant de cette propriété, que les 27 racines se partageront 
en 7 groupes tels que, dans chaque groupe de deux ra- 
cines réelles, les fractions continues qui représentent ces 
racines seront terminées par les mêmes quotients. 
Cette proposition peut être énoncée d’une autre ma- 
nière : 
Soient a un nombre entier quelconque, a! un diviseur 
quelconque de a? +1, y une quantité réelle quelconque 
commensurable ou incommensurable; les deux racines 
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de l'équation 
4 NU OUEN 
CA) + Fr EEE rs 0 
«a a 


se développeront en des fractions continues terminées 


par les mêmes quotients, ce qui s'accorde avec le résultat 
obtenu au n° 26. 


Supposons maintenantu—3 ; on aura, en faisant À — 2 
(le cas de À = r est identique à celui de }— 2, on passe 
de l’un à l’autre en changeant les signes de a et de a’), 











d+a+i 
ax — —,— 
a 
0x = —, — s 
ax —|a+i1) 
a + a HI 
(a+ 1)x — — 
a 
Or — Er | 
a x — a 
Br — x; 


a est un nombre entier quelconque, et a’ un diviseur de 
a? + a+ 1. Quelle que soit l’irrationnelle x, les frac- 
tions continues dans lesquelles se développent 


LRO Ar 


se termineront par les mêmes quotients. Si donc F{(7) 
désigne un polynôme irréductible quelconque de degré n, 
et qu'on élimine y entre les équations 


z+0x+@r—7y, F{y)=o, 











ou 
“nf [le See 3 (a? rave 1 le 
K a 
a(a +i)y (2a+i)(@+a+i)] 
ADN a RTE a ue: 
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on obtiendra l'expression générale des équations de de- 
gré 37 qui jouissent de la propriété, que les 37 racines 
se partageront en x groupes tels que, dans chaque groupe 
de trois racines réelles, les fractions continues dans les- 
quelles se développent ces racines seront terminées par 
les mêmes quotients. 

On voit, en particulier, que les équations du troisième 
degré qui ont cette propriété sont comprises dans la 
forme générale suivante : 


où a désigne un entier quelconque, a! un diviseur quel- 
conque de a +a<+r, et y une quantité quelconque, 
commensurable ou incommensurable. Ce résultat s’ac- 
corde avec celui que nous avons obtenu au n° 512. 


940. Les équations du troisième degré qui proviennent 
de la division du cercle en sept ou en neuf parties égales, 
celle du quatrième degré qui provient de la division en 
quinze parties égales, jouissent de la propriété remar- 
quable qu’on vient d’étudier. 

La division du cercle en sept parties égales conduit à 
l'équation 

a +x— 2x —1—=0, 
et si l’on représente par x la racine positive par —x, 
et — x2 les deux racines négatives, on a 


I 
I1+ x 


9 





8 | = 


la racine x est comprise entre 1 ct 2; on aura, par con- 
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séquent, des résultats de cette forme : 


LI -- 








x 





ire 


La division du cercle en neuf parties égales conduit à 
l'équation 
ZX —3r +1—=0. 


1 l’ és] ar —x la racine négative, laqu 
Si l’on désigne 1 gative, laquelle est 
comprise entre — 1 et —2, par x, et x, les deux racines 
positives, on a 
I 


Li —= 
1+x 





I 
9 Tea =I<+ —-)9 
TL 


ce qui conduit aux mêmes résultats que le cas précédent. 
Enfin, l'équation du quatrième degré dont dépend la 
division du cercle en quinze parties égales est 


dt — 28 — fx? + fx +1—=o. 


Si x et x; désignent les deux racines positives, — x’ et 
— x, les deux négatives, on a 








T +2 I 
DEEE TE 12 
TX +1 TT 
x, +2 I 
Li — 7 — FD 
HÉTRNT 1+x, 


Des deux quantités x’ et x’, l’une est comprise entre o 
et 1, l’autre entre 1 et 2; on aura donc des résultats de 
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cette forme 





LÉ ES 
I 
œ —- EL + 
É +, I 
Es GG —+ — 
Ù Pre 
"13 
; I x 
DL MES Co pe 
A ra I 
œX — : 2, +- 
6 +, n I - 
L] & PR RE 


CE ee 


L'équation que nous considérons résulte de l’élimination 
de y entre . 


TXT — 2 
TX + 





= 2 — 
—— —Y—1—=0. 
: Fa # à 


Des équations dont toutes les racines sont exprimables 
rationnellement par l'une d’entre elles. 


541. Nous avons étudié précédemment un cas étendu 
des équations dont les racines sont toutes exprimables 
rationnellement par l’une d’entre elles; savoir le cas où, 
l'équation proposée étant du degré x, les racines peuvent 
être représentées par 


DREUX, LORIE 


alors ces racines sont exprimables par des radicaux. 
Il existe un autre cas de résolubilité; Abel a effective- 
ment démontré le théorème suivant : | 


Taéorime. — Soit y(x)—0o une équation algébrique 
quelconque, dont toutes les racines peuvent étre exprt- 
mées rationnellement par l’une d’entre elles que nous 
désignerons par x. Soient 0x et 0, x deux autres racines 
quelconques; l'équation proposée sera résoluble alge- 
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briquement si l’on a 
00, Les 0, 0x: 


En effet, si l'équation proposée 


(1) x(x) = 0 
n'est pas irréductble, soit 
(2) flz) = 0 


l'équation irréductible de degré u dont dépend la ra- 
cine x, le polynôme f(x) sera un diviseur rationnel 
de y(x). 

Soit 0x une racine de l’équation (2), autre que x; les 
racines de cette équation pourront être représentées par 


a AE he dE 


2 n—1 
D OS LE TR Lei 2 


n—1 . 
mis Vlmis verres 0 Lima 


on aura 
LE = mn, 


et, si l’on représente par 
(3) æ+ AG an-t AG) an2 +, , AU x + AM Oo 
l'équation qui a pour racines 

AE ER NE PSS hs À 


les coefficients AU), A2), ..,, A(2) sont, comme on l’a 
vu, exprimables rationnellement en fonction d’une quan- 
tité y qui dépend d’une équation de degré m, 


(4) JP + PO) pri LE pO)ym2 DE, , RpOr-1y + PA) — Oo, 


dont les coefficients sont des fonctions rationnelles des 
quantités connues. 
Cette équation (4) est irréductible, car si le contraire 
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avait lieu, y serait racine d’une équation irréductible 


(5) gr) = 0, 
d’un degré m/ inférieur à mn, et l'élimination de y entre 
les équations (3) et (5) conduirait à une équation 
Ÿ (æ) = O, 

de degré m'n <u;.ce qui est impossible, car l’équa- 
tion (2) du degré p est, par hypothèse, irréductible. 

Cela posé, la résolution de l’équation (2) est ramenée 
à celle des équations (3) et (4) ; nous savons que l’équa- 
tion (3) est résoluble, et nous allons démontrer que l’équa- 
ton (4) possède la même propriété que l’équation (2). 

La quantité y est une fonction rationnelle et symé- 
trique quelconque des racines x, 0x, ..., 0-1x, et si 
l’on désigne par 

y Vis Vos os m1 

les m racines de l’équation (4), on pourra poser 


V —# (x, ba 0x RNA OUOIESEE 


AT 2 n—1 
JA as F(x;, 0x, 0 Mo oue 0 ri 





PART a ré n—1. 
Y'm—1 Slt (CIE RE CECILE () PR à 


désignant une fonction symétrique et rationnelle. D’ail- 
leurs x4, Lo, +.) Xm_s Sont, par hypothèse, des fonc- 
tions rationnelles de la racine x; si donc on fait 


Li — b,x, Le — 0x, GRO OK) Uni — CPE 
on aura, pour les valeurs 1, 2, ...,m—1 de l'indice z, 
Yi (Or, 60,2, .6?6r,.. ONGLES 


Enfin, d’après l'énoncé du théorème, les fonctions 0 et 6; 
sont telles, que l’on a 


06:40 ;0xs 
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il en résulte . 





07 0;x = 0/-10,0x — 0—20,02r —,..—0,07x, 
et, en conséquence, on peut écrire, 
Ji (0e, 007, 002, ..., 0,0-1x), 


ce qui montre que y; est une fonction rationnelle et symé- 
trique des racines 


CNE NL ce PE CEA Le Te 


On peut conclure de là (n°691) que ÿ1, Vas . 9 Ymt 
sont exprimables en fonction rationnelle de y. 
Soient maintenant Ày et À, deux racines quelconques 
de l'équation (4) autres que y, on pourra poser 
x =F(r) 
(6) à y —=EF(6;x), 
hy = F(0,;x), 
et 1l en résultera 
À F{x) es F(0;x), 
MF(x) =F(9;x). 
Or, x étant racine d’une équation irréductible, les équa- 
tions précédentes subsisteront si l’on remplace x par 0;x 


dans la première, et par 8;x dans la seconde; on aura 


donc 
À F(6;x) —F(0,0;x), 
F 


d’où 
XF(6,x) —\F(0,;æ), 
puisque 0,0 ;x = 0;0;x. Les équations (6) permettent de 
donner à la formule précédente la forme 
MY = LT) 
d’où il suit que l'équation (4) a bien la même propriété 
que l'équation (x). 
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On pourra done, en continuant d’applrquer le même 
procédé, ramener la résolution de l'équation proposée à 
celle de plusieurs équations qui seront toutes résolubles 
algébriquement, et dont les degrés auront pour produit 
le degré pu de l’équation (2). 

CorozLaire. — 8: l'équation f(x)=0 a la propriété 
contenue dans l'énoncé du théorème précédent, et que, 
son degré pu étant décomposé en facteurs premiers, on 
ait 


Pa... ge 


Me Da 
FETE £a FRÈRE 


la résolution de f(x) = o peut étre ramenée à celle 
de ps équations du degré &, de pa équations du degré 
€2, ..., de p, équations du degré £,, et toutes ces equa- 


tions, dont les coefficientssont rationnels, sont résolubles 
algebriquement. 


Résolution algébrique des équations binômes. 
942. L’équation binôme 
(a) g%—A—=0o 
se réduit à 
(2) DT 10, 


si l’on pose z= x" VA , etnous avons vu dansle Chapitre V 
de la Section I que la recherche des racines de l’équa- 
tion (2), dans le cas où m est un nombre composé, se ra- 
mène à la résolution d'équations binômes de degrés pre- 
miers. 

Supposons donc que l’exposant m soit un nombre pre- 
mier; l’équation (2) admet la racine 1, et, en supprimant 
cette racine, on obtient l'équation 


(3) DA LE D D QI D LL Tr FI 0 


SECTION V. — CHAPITRE III. 597 


qui est irréductible, ainsi que nous l'avons établi au 
n° 110. 

L’équation (3) appartient à la classe des équations que 
nous avons nommées abéliennes, et ses racines peuvent, 
en conséquence, s’exprimer par des fonctions algébriques 
dans lesquelles les radicaux ont pour indices les facteurs 
premiers de m—1. Effectivement, si r est une racine 
de l'équation (3), cette équation aura pour racines 


2 3 1n—1, 
TNT ILE NET 


on a d’ailleurs 


FL —— 
tien 1 


et, si l'on désigne par & une racine primitive pour le 
nombre premier m, les puissances 


1: a!, a®, 4°. AA a”!—2 


seront respectivement congrues, suivant le module m, et 
abstraction faite de l’ordre, aux nombres 


1,209, ECM UE: 


donc les racines de l’équation (3) peuvent être repré- 
sentées par 


2 3 m—2 
a «a a a 
(4) PSI Te des for sms , 


en sorte que chacune d’elles s’obtient en élevant la précé- 
dente à la puissance a; et la même chose a lieu encore, à 


cause de 
a"—1=1 (mod. m), 


si l'on range en cercle ces m racines et que l’on considère 
successivement chacune d’elles comme étant la première. 

D'après cela, si x désigne l’une quelconque des ra- 
cines (4), et que l’on fasse 


x—= 0x, 


558 COURS D'ALGÈBRE SUPÉRIEURE. 
les m—1 racines dont il s’agit seront représentées par 


2,00 0 MO TERRE ET) 


et l’on aura 
O1 x — r. 


C’est sur cette propriété que Gauss a fondé sa méthode 
pour la résolution de l'équation (3), méthode qu’Abel a 
généralisée ensuite comme nous l'avons expliqué. 

On peut appliquer à l’équation (2) la méthode du 
n° 532, et l’on a ainsi l'expression des racines, savoir : 





m—1/— 


m—AÂ /— n—1 
— À + Ve, —+- Po —- CCR] + Versus 
———————— —————— 3 
Il —\] 


Li 


dans laquelle #,, 02, ..., V»m_a ne contiennent d’autres 
irrationnelles que les racines de l'équation 


eg Res à 


Mais, comme m—1 est unnombre composé, onobtiendra 
une solution plus simple en faisant usage des méthodes 
exposées aux n°% 535 et 997. 

Enfin, comme l'équation (3) appartient à la classe des 
équations réciproques, on peul commencer par lui ap- 
pliquer la méthode d’abaissement qui se rapporte à ces 
LÉ nn | 





équations ; on obtient alors une équation du degré 


dont toutes les racines sont réelles et qui conserve le 
caractère d’équation abélienne : c’est ce que nous allons 
développer présentement. 


Résolution algébrique des équations dont dépend la 
division de la circonférence du cercle en un nombre 
premier de parties égales. 


943. Le problème de la division du cercle en un 
nombre rm quelconque de parties égales se ramène à la 
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résolution de l'équation binôme 
(x) 2% — 1—=0; 


car, si l’on fait 


27T 
M A? 


m 


on obtiendra les m racines de l'équation précédente, en 
donnant à X les m2 valeurs 


0,/1,12,13, ..:, (Mm—1) 
dans la formule 

2 = cos ka + W—1 sin ka; 
on connaîtra donc coska et sinka lorsque l'équation 
binôme (x) sera résolue algébriquement. 


Si m est un nombre impair 2u +1, il vient, en di- 
visant l'équation (1) par z—71, et en posant ensuite 


I 
3+ — =ZX, 
Z 
Moser)" —{(r—2)xt 
(2) Le (&—2) (u — 3) 2 + (w—3)(v—4) L'E-R D -=0. 
Le 2 1.2 


C’est de cette équation (2) que dépend directement la 
division du cercle en 24:41 parties égales. Ses u racines 
sont représentées par la formule 


2 T 
2uU HI 





X = 2 COS —— d COSAC, 


dans laquelle on doit donner à # les p valeurs 
DA POP ui 


ou des valeurs qui ne diffèrent de celles-là que par des 
multiples de 24 +1. * 


560 COURS D'ALGÈBRE SUPÉRIEURE. 


Nous venons de rappeler que, si m où 2up +1 est un 
nombre composé, la résolution de l’équation (r) se ra- 
mène à la résolution d’autres équations de la même forme, 
et qui ont pour degrés respectifs les nombres premiers 
ou les puissances de nombres premiers qui divisent m. 
Dès lors, la même chose peut se dire de l'équation (2), 
et l’on peut se borner à considérer le cas où m=2p+1 
est un nombre premier ou une puissance d’un nombre 
premier. Lorsque m est premier, la division de la circon- 
férence en m parties égales exige seulement la résolution 
de plusieurs équations qui ont respectivement pour de- 
grés les facteurs premiers égaux ou inégaux dans lesquels 
se décompose le nombre m—1. Mais, lorsque m est une 
puissance p d’un nombre premier p, la division de la cir- 
conférence en m parties égales exige d’abord la division 
en p parties égales, et, en outre, la résolution de ë—1 
équations de degré p. Chacune de ces i — 1 équations de 
degré p est résoluble algébriquement; cela résulte soit 
de la formule de Moivre, soit des considérations déve- 
loppées dans la Section I. 

Il faut d’ailleurs remarquer que, quel que soit u, 
l'équation (2) appartient à la classe des équations dont 
nous nous sommes occupés au n° 541. Car si l’on fait 


T— 3 COSA, 02 —= 2 COS1G, CUT = 00 
on a évidemment 
001%e="0 0210 cos ia. 


944. Supposons 24 + 1 premier, et soit z une racine 
primitive pour ce nombre premier; je dis que les u ra- 
cines de l'équation (2) seront 


(3) 2 COSA4, 2COSNA, 2 COSN?4, ..., 2 COSNM 1 Q. 


Il est évident que chacune de ces u quantités satisfait à 





et A FU 
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l'équation (2); 1l suffit donc de démontrer qu’elles sont 
toutes distinctes. Supposons, s’il est possible, que deux 
de ces quantités soient égales, et que l’on ait 


2 cos? a — 2 cosnTa, 


p et g étant <[u; on aura 


nPatEnla—= )r, 


# . . . 2 
À désignant un nombre entier. Mais a — -_—, donc 


2m+HI 
nt(nP-1+ x) 


2pst 





est un nombre entier; d’ailleurs 2u + 1 est un nombre 
premier, et z est inférieur à 24 +1, il s'ensuit que 
2 u. + 1 divise l’un des deux nombres 7274 <+ 1 ou nP4—1; 
par conséquent il divise le produit 


n°124 — 7 


de ces deux nombres; or cela est impossible, car 2p— 2q 
est '2y, et n désigne une racine primitive de 2u +1. 
Donc les quantités (3) sont bien toutes les racines de 
l'équation (2). 

Si maintenant on fait 


T—2C0S4, Ür—2cosna, 


on aura 

Dre tosn a, Gr 2cosna, , .3, OTIir=9cCosn" 1a, 

et les racines de l’équation (2) seront représentées par 
LOTO PER CUES ES 


on a, en outre, 0x —x; Car, n étant une racine primitive 
de 2u+1, on a n*=—1 (mod. 2u+1); enfin 0x est 
une fonction rationnelle de x, car cos ua est exprimable 


5 — Alg. sup., WU, 34 
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rationnellement en fonction de cosa. On voit donc que 
l'équation (2) est comprise dans la classe des équations 
abéliennes, et l’on pourra la résoudre par les méthodes 
que nous avons exposées. 

Ici la fonction rationnelle 8x a pour valeur (n° 109) 


n in — DATE n(r— 4)(7—5) 


Ox— xt nat + 1 a TES 


1.2 1:940 


En appliquant à l'équation (2) les théorèmes des n°°534 
et 535, on obtient les énoncés suivants : 


19 Siu— mim2:2...m,, on peut diviser la circonfé- 
rence entière du cercle en 2u+1 parties égales à l'aide 
dew équations des degrés m,, m2, ..…., m, respectivement. 
Si les nombres m, ma2,..., Im, sont premiers entre eux, 
les coefficients de ces équations seront des nombres ra- 
tionnels. 

29 Siu—2", on pourra diviser la circonférence du 
cercle en 2u+1 parties égales, à l’aide de w racines 
carrées. En d’autres termes, si 21 + 1 est un nombre 
premier, et = 2°, on pourra diviser La circonférence 
du cercle en 2p. + 1 parties égales, avec la règle et le 
compas. 

3° Pour diviser la circonférence du cercle en 2u +1 
parties égales, il suffit de diviser la circonférence en- 
tière en 2 u parties égales, de diviser un arc, qu'on peut 
construire ensuite en 24 parties égales, et d'extraire 
la racine carrée d'une seule quantité. 


545. Le dernier théorème est dû à Gauss. Cet illustre 
géomètre a prouvé, en outre, que la quantité dont il faut 
extraire la racine carrée est simplement le nombre entier 
2u +1. Voici comment Abel le démontre. 

Cette quantité, que nous désignerons par p, est(n° 534) 
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la valeur numérique du produit 


(x +0 x + 02 +... + 1001 x) (x + at Oxo 202r+,,., Hal 2); 


A 


où 
ETES Sy a UTC 
&'=—= c08 —— + V— 1 sin —. 

On a donc 


Lp=/4(cosa + acosna + «? cosn?a +...+ at cosnk—1 a) 


X (cosa + ab—1 cos na + ak? cos nr? a +...+ acosr# a), 


En développant ce produit, on obtient un résultat de la 
forme 
Lp=t+he ++. + dati, 


et l’on trouve facilement 


ln = 4(cosa cosn" a+ cosna cosn"+la +... + cosnt—1" & cosnt—t a) 


+4{(cosn"—" a cosa+cosnt—"#14 cosna+...+cosnt1 a cos n"—1 a), 


Au moyen de la formule 


Ù 1 
cos? a cosn"+P a = — cos(r""+P a + nPa) + — cos(r"+Pa— na), 
2 2 


on donnera à th» la forme 


cos(r"+1)a+cos(r"+r)nat+cos (n"+1)na+... 
Fe +cos(z"+ 1) nt 
cos(7"—1)a+cos(r"—1)na+cos(r"—1)7?a +... 
+ +cos(7"—1)78—1 a £ 


ou, en faisant (#"+1)a= a, (n”—1)a = a, 


4, —2cos4a + 02 cosa + 022 cosa’ +,,.+ 0-19 cosa 


+92 cosa” + 02 cosa” + P2cosa” +..,+ 04-19 cos a”, 
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Cela posé, supposons d’abord que m ne soit pas nul, 
2cosæ et 2cosa/” sont des racines de l’équation (2); 


donc 
2cosa — x et 2cosa”— bx, 


et l’on a, en conséquence, 


bn = (x + Hix +... + OIix+x+0v+,. +0 1x) 
+ (0x Æ 0H Re, 0x EE x HOT ECO EE Cyre à à 


ou 
bn = 2(x + 0x + Gr +, , + 6x); 


d’où 1l résulte que t,, est double de la somme des racines 
de l'équation (2), laquelle est égale à — 1; on a donc 


Supposons maintenant m = 0, On aura 
Ly—=2(cos2a + cos2na + cos2r?a +...+cos2n# ta) + ap. 


Or 2 cos2a est racine de l’équation (2); donc, en faisant 
q : ; 


2cos2a = x, 
on aura 


to = (0x + 8H x +... +08 ir+r+ 0x +... +0 x) Hop, 


et, par conséquent, 
b Frs, > l SR à Ie. 


D'après cela, la valeur de Æ p sera 
sn ag Qu —I1—2{x + a+, PE ai), 


D'ailleurs 
a+ a+, Hal — 1, 
donc 
Loue 2H + I. 


Ce qu’il fallait démontrer. 
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Division de la circonférence en dix-sept parties égales. 


946. Si l'on fait 2u+1—17 où p—8, l'équation (2) 
du numéro précédent devient 


(1) at mx — GS +167 —10x— 102? — 4x +10, 


et ses racines, comprises dans la formule 





27 
M2 COS , 
17 
peuvent être représentées par 
(2) DUT AUT I0 ere 0 ads DU, 


La plus petite racine primitive de 17 est 3 (n° 316), 
et les résidus par rapport à 17 des puissances 
bg 8 0008 PUS PES LINE LOI QC LL 


sont 
0 10, 10 010, 


si donc on pose, pour abréger, 


27 
AZ — 39 
17 
les quantités t 2) seront 
2 COSA, 2C0834, 2C0$94,  2COSI04, 


2COS134, 2C084, 2COSID4, 2COSI114; 
ou, à cause de cos(17 —m)a — cosma, 


2 COS&, 2C0S3a, 200884, 2çcos74a, 


2cos4a, 2çcos5a, 2cos24a, 2cos06a. 


Pour appliquer la méthode générale, il faut commencer 
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par calculer une fonction rationnelle et symétrique y des 
quantités 
2 COS4, 2C0884, 2C0S44, 200824, 
Posons donc 


Y = 2 C0Sa + 2 CoS8 a + 2 cosÂ a + 2 co824a; 


y dépendra d’une équation du deuxième degré, dont les 
deux racines seront 


(3) y —2cosa + 2cos8a + 2 cos{a + 2 cos2a, 


(4) M1—=20cos3a + 2 cosqa + 2 cos5a + 2 cos6a. 


Cette équation s'obtient bien facilement; car on a d’a- 
bord, par l’équation (1), 
(5) KT 


ensuite, en multipliant y par y,, transformant les pro- 
duits de cosinus en sommes à l’aide des formules connues, 
et ayant égard à l'équation identique 


cos(17 — m) a — cosma, 
on trouve 


71 =4(2cosa+2cos2a+2cos3a+2cos4a 


+ 2085 a + 2 cos6a + 2 cos] a + 2 cos8a), 


et, à cause de l’équation (1), 





(6) TE re 4. 
L’équation en y sera donc 
(7) +7 —4=o, 


et l’on peut considérer comme connues ses deux racines 


AAA 


Maintenant les quantités 


2 COS, 2C0884, 2C0SÂ4, 2C0S24, 
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sont les racines d’une équation du quatrième degré dont 
les coefficients sont des fonctions rationnelles de y, et 
sur laquelle nous allons raisonner comme nous l’avons 
fait sur la proposée. Il faut, conformément à la méthode 
générale, chercher d’abord une fonction rationnelle et 
symétrique z des quantités 


2C0S4, 2C0s4a, 


Posons donc 
z — 2 C0Sa + 2 COsAa, 


l'équation en z sera du deuxième degré, et elle aura pour 


racines 

(8) z = 2 COSA + 2 COS A 4, 
(9) Z, — 2 COS8 A + 2 COS24. 
On a d’abord 

(10) Z+zu—=Y, 


et, en multipliant z par z,, on trouve, après avoir rem- 
placé les produits de cosinus par des sommes, 


22, — (2 COSA + 2 cos2a + 2 cos3a + 2 cosf a 


+ 2 cos5a + 2 cos6a + 2 cot7a + 2 cos8a), 


ou, puisque la somme des racines de l’équation (1) 


(rt) 2 —=—1; 
l'équation en z sera donc 
(12) —Y2—1—0. 


Enfin il ne reste plus qu’à former l’équation du 
deuxième degré dont les racines sont 


2 C0S4, 2C0$4@, 


et dont les coefficients peuvent s'exprimer en fonction 
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rationnelle de y et de z. Mais on peut simplifier ici lap- 
plication de la méthode générale. 
Considérons l'équation du quatrième degré, dont les 


racines 
2co053a, 2cos74, 2cosba, 2cos6a 


ont pour somme Yy,, et opérons comme nous l’avons fait 
à l'égard de l'équation qui a pour racines les quantités 
dont la somme est y. On formera une équation du 
deuxième degré ayant pour racines 


(13) u = 2c083a + 2 cosba, 


(14) U,= 200874 + 2 cos6a, 

et, en opérant comme précédemment, on trouvera 
(15) U+ ui —=ÿ, 

(16) UU = — 1; 

cette équation en u sera donc 

(17) u}— Yiu—1—0, 


en sorte que les quantités u et u, sont connues, ainsi que 
Cela posé, faisons 


(18) Aie CD 
(19) Ti = 20044, 
on aura d’abord 

(20) T+Ti —=2, 
et ensuite 


22 = 4 cosa cos A a = 2 cos3a + 2 cosba 


(21) LCL: 
4 9, . 
x et x, seront donc racines de l’équation 


(22) L?— ZX +u—=O. 


et + Fr 
PRE PO Ee , 


ein. et OR eS  OARRR, CARS ST AO AE es CR 
D OT 7 : AXE 
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La résolution de l'équation (1) est ainsi ramenée à celle 
des équations du deuxième degré (7), (12), (19) et (22); 
le problème est donc résolu. Nous allons chercher main- 
tenant à déduire de l’analyse précédente une construc- 
ton géométrique, pour effectuer la division de la circon- 
férence en dix-sept parties égales. 


Construction géométrique. 


947. Quand on se propose, dans la Géométrie élémen- 
taire, d'inscrire dans un cercle les polygones réguliers de 
trois et de cinq côtés, on commence par inscrire ceux de 
six et dix côtés. De même, nous commencerons ici par 
inscrire le polygone régulier de trente-quatre côtés, celui 
de dix-sept côtés s’en déduira immédiatement. 

Soit une demi-circonférence partagée en dix-sept par- 
lies égales aux points 


Mc id et: FE dE AO ou OP PL PL PT PT L PE: POULE 


la corde ab sera le côté du polygone régulier inscrit de 





trente-quatre côtés, et les cordes ad, af, ah, aj, al, an, 
ap, diagonales de ce polygone, seront Les côtés des poly- 
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gones réguliers étoilés de trente-quatre côtés que l’on 
peut inscrire dans la circonférence. 

En prenant le rayon pour unité et en faisant, comme 
précédemment, | 


DA TEY 
(4 plpeee ES 
17 
on aura 
: FT 
ab —2sin — — + 2 cos4 a, 
34 
2 T 
ad—92sin — ——2cos554, 
à 
af = 25m — —+20cos34, 
T 
ah — 2 sin 5 = — 2 cos6a, 
OT 
aj = 25m À —+ 2 cos2a, 
3 
al SO RIREETEMENCSS a 
: di 
an — 2 sin QE = — + 2 COSA;, 
NE Es 
ap = 25sin -— —— 2C058a. 
54 


Conservons toutes les notations du numéro précédent ; 
les équations (3) et (4) nous donnent 


ÿ =an—ap+ ab + aj, 
N=af — al — ad — ah. 
On voit que y, est négatif, car af est <<'al; par suite, 
Jest positif, puisque Yi =—1. Faisant doncy; =—Y", 
les équations (5) et (6) deviennent 
J'—r—1, 
3 = À, 
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les équations (8) et (9) nous donnent 
z—= an + ab, 
C4 À 2e LT M 


z, est négatif, car ap est >> aj, etz est positif. Les équa- 
tions (10) et (11) deviennent, en faisant z, —=—2/, 


3—2—=?7, 
22! — Le 


Pareillement, les équations (13) et (14) donnent 


u = af — ad, 
u —=—al— ah; 
u, est donc négatif, et u positif. Faisant u, ——u/, on 


aura, par les équations (15} et (16), 
u—u—=#y, 
iles À 
enfin les équations (18) et (19) donnent 
tan. 
ti 40, 
en sorte que x et x, sont positifs, et les équations (20) 
et (21) conservent leur forme 
TH Xi 3, 
LEZ U, 
Le côté de notre polygone de trente-quatre côtés est x1, 


et, pour le construire, on voit qu’il suffit : 
1° De construire deux lignes y et y’telles, que 


VO T  —; 
2° De construire quatre lignes z, z', u, u’ telles, que 


RS A est 


le HR VAN WU: 
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[æ 
Le] 
D 


3° De construire deux lignes x et x, telles, que 
L'HT N  E y l. 


Consrrucrion. — 1° En un point O d’une ligne indé- 








… 
—— nee ET 





“ 


À 
L 


finie UV, élevons une perpendiculaire OA égale au rayon 


S , \ RAR Ge: I 
du cerele, c’est-à-dire égale à l’unité. Prenons OC — T 


puis, du point C comme centre, avec CA pour rayon, 
décrivons un cercle qui coupe en B et D la ligne UV ; on 
aura 


I 
0B= y: 0D—="- 7": 
27 57 5 
car 


SET | 
20D — 20B—40C—;1 et 20D <X20B—4O0A —4. 


2° Joignons AB, et du point B comme centre, avec OB 
pour rayon, décrivons une circonférence qui coupe en M 


V ON CRE CAT LORS CARRE 7 * Du” : < LT n'y 

SRE TMS 0 D" ELA sy 

PTT, ‘Pe-{'hiege in À Feat 1 ts k J 
13 rec IC | ù 2 1 
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et P la ligne AB prolongée, on aura 


AM = ZA P =" 
car 





—?2 
AM—AP —PM—20B—7 et AMXAP—AO —1. 


Joignons pareillement AD, et du point D comme centre, 
avec OD pour rayon, décrivons une circonférence qui 
coupe en N et Q la ligne AD prolongée, on aura 

AN, MAO: u': 
car 


AQ—AN—NQ—20D—7 et AN ADD er 
3° Rabattons AO en AE sur le prolongement de AD, 


décrivons sur NE, comme diamètre, un cercle qui coupe 
à AM 
AB en F; du point F comme centre, avec AI = — 
pour rayon, décrivons un cercle qui coupe AD en G; et, 
enfin, du point G& comme centre, avec ce même rayon, 
décrivons un cercle qui coupe AD en K et H, on aura 


re COR A 1 


car 
AK + AH = 2GF = 2AI — AM — z 


et 
er 
AK X AH — AF — AN X AE — AN %<X AO — x. 
Le côté du polygone régulier de trente-quatre côtés inscrit 


dans le cercle dont le rayon est OA est donc égal à AK. 


Pire RE 2 
Sur une propriété remarquable de la fonction 
TL 





? 
À | 


P etant un nombre premier. 


948. Soit p un nombre premier autre que 2, et posons 


XP— 1 


X — — AP DL QE, Er + 





T — [I 
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Désignons par a une racine primitive pour le nombre 
premier p, et par r une racine de l’équation 


(x) Xe 0: 
les racines de l'équation (x) seront 
2 3 —1 
po r® 9 74 4 . +. (] raP , 
et l’on aura 


PTT mod pli ct or ie 


a 
Si l’on fait 

Va TETE ETES EE TOR 

Ja rt Hp pi, pal? 


les quantités y, et y: (n° 535) seront les racines d’une 
équation du deuxième degré à coefficients commensu- 
rables, et l'équation (1) se décomposera en deux autres, 


PET 
2 





chacune du degré » et dont les coefficients seront 


des fractions rationnelles de y, et de y2. Nous nous pro- 
posons ici d'étudier les détails de la décomposition dont 
il s’agit. 

Occupons-nous, en premier lieu, de former l'équation 
en y, qui a pour racines ÿ1 et ya. On a d’abord 


(2) Fit Ja=—1, 


car Y1 + Yo exprime la somme de toutes les racines de 
l'équation (r). Ensuite, comme les fonctions symétriques 


de y, et de y4 ne changent pas, quand on change ren r4, 
ou en 7, ou etc., on a 


Ÿ (at ++ ae... + ae)? 


D) 


I 
2 22 
Nos 


le signe Ÿ s'étendant à toutes les racines x de l’équa- 


tion (1). 
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Or on a 


2 4 p—1 \2 2m ,,2n 
RP a ae Ÿ a ire 


le signe ù s'étendant ici à toutes les valeurs 1, 2, 3,..., 


— 1 : en 
1 des entiers met »; si donc on désigne par S (uw) la 


somme des puissances RÉRIATIES racines de l'équation (1) 


VIE: 
I 1 
: D 5 (an + a”); 
Eu 


le signe à s'étend à toutes les valeurs 1, 2, 3 ,..., 


on aura 


2 Ts 
Ni TY2 — 





PESTE 
2 





des entiers m et n, et il embrasse, en conséquence, 


GE I 2 . . CR 
(—) termes. Comme a est une racine primitive de P) 
2 


\ 


on a 
a +1=0 (mod.p), 


etilne saurait y avoir aucune puissance de a d’un degré 
p—1 


2 


inférieur à 





congrue à — 1 suivant le module p. 


D'après cela, si p est de la forme 41 + 1, la somme 


a ne a? n 


ns 





ne sera divisible par p que pour les oi — ? systèmes 
suivants de valeurs simultanées de mn et n : 

14 ere à 2, 3; RAD EI CE. OU 
HT it 2, +19, 0.30, JT, 2, nd 


si p est de la forme 41 +3, aucune des valeurs que 


prend la somme 
a? + a77 


n'est divisible par p. 
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La somme S {u) est égale à p—1 ou à —1 (n° 106) 
suivant que g est divisible ou non divisible par p; donc, 
si p a la forme 41 +1, la quantité 


> S usé 4 ati) 
sera égale à 


ef) 


si, au contraire, p a la forme 4i + 3, la même quantité 
1 


sera égale à 
PES 
2 
ré 


è RP NET 
(3) ÿi +7 = POUR Lure 














On a ainsi 


Des équations (2) et (3), on tire 


p—1 


4 rl der à 
(4) LUE ms r 


D'après cela, l’équation qui a pour racines y, et J2 est 


(5) HI + TAPANT AT —— 0, 
ou 
(27 +1P—p(—i) * =o. 
549. Considérons maintenant l'équation qui a pour 


P —1 





racines les racines de l’équation (1) dont y, dé- 





(6) 
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signe la somme. Soit 


PE p=—1 p —1 | | 


——— — ———2 ———— 


ZX Ÿ — Y12 HAE 0 CS ARE Apr. bi 


cette équation. Les coefficients A2, A3, ... peuvent 
s'exprimer par des fonctions rationnelles de y,, et l’on 
peut supposer ces fonctions linéaires (n° 182), puisque y, 
est racine d’une équation du deuxième degré. Ainsi le 
coefficient À; aura la forme 


Ag My + ki 


mx et rx étant des nombres rationnels, et 1l est facile de 
prouver que ces nombres sont entiers. En effet, A4 est, 
P Fil 





au signe près, la somme des produits k à 4 des ra- 


. 2 . . 
cines 74 ,r4", ..…; chacun de ces produits est une puis- 


sance de r, et, par suite, il se réduit à l’unité ou à l’une 
des racines de l'équation (1). On a donc 


—2 
%0 1, ..… étant des nombres entiers. Cette valeur de A; 


| . 2 : 
ne changera pas si l’on change r en r* et, par suite, on 


aura 
2 3 4 5 
Cie Mel tr GA iront... 17: 


Je dis que les coefficients des mêmes puissances de r sont 
égaux dans ces deux valeurs de A4. Supposons, en effet, 
que cela n’ait pas lieu; si l’on égale les deux valeurs 
de Azet qu'on rabaisse les exposants de k au-dessous de p, 


en faisant usage de l’équation 7° — 1, on aura une équa- 


tion du degré p— 1 en r qui sera évidemment satisfaite 

par 7° —=1; on pourra enlever cette racine 1, et alors on 

voit que 7' sera une racine d’une équation du degré p—2 
S2=—= Ale. sup., AL. 39 
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à coefficients commensurables, ce qui est impossible, 
puisque l'équation (1) est irréductible. On a donc 


Xi — Az — An —. . . — Xp—9) 
Aa — y, — Ag — » DS Xp—13 
et, par suite, 
AL 0 TIC et da) ee 


Enfin, si l’on élimine y: à l’aide de l’équation (2), la 
valeur de À; prendra la forme 


Ag My + Rx Ÿ3, 


où mx et rx désignent des nombres entiers positifs ou 
négatifs. 
Le produit des racines de l’équation (6), savoir 


ratat+.. + est égal à 1, en exceptant le cas de p—3; 

car, a étant une racine primitive de p, l’exposant 

a?(aP—i— 1) 
d’— 1 


a+at+.. Hal Ti— 


on a donc 


est divisible par p; 


Comparons les coefficients A} et Az, de deux termes 
également distants des extrêmes, dans X, ; on a la rela- 
: EE 
tion k+k— 2 : 





entre les indices k et k’. La quantité 


(— 1)# A} est une somme de puissances de r, et la somme 
des inverses des mêmes puissances est égale à(—1)#Ay; 
car le produit de toutes les racines de l’équation (6) est 
égal à r. Cela posé, si p — 4i +1, les suites 


TRUE, ati 


2 4 aP—\ 
r+S Te VToLe 9 LÉ 


I 
restent les mêmes quand on change r en _ donc on a, 
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dans ce cas, 
Ay = Az; my + ny. 


Sip= 4i +3, les suites 
s _ 
OI s CE TES 
TA TAN CR PAT, 
I 
se changent l’une en l’autre quand on change r en -; 
2: 


d’ailleurs k et k’ sont de parités différentes ; donc l’équa- 
tion 
Az = My + RyY1 
entraîne 
—Ay= my +nTa= Mg — Rg(1+ Ji) 


et l’on a, dans ce cas, 
Ag (nr my) + ny 


Il résulte de là que le polynôme X, peut se mettre 
sous la forme suivante : 
X: = P + Qr1 
P et Q étant des polynômes à coefficients entiers qui ont 
P —1 p —5 
2 2 


respectivement pour degrés et 





+ En outre, 


Q est un polynôme divisible par x dans lequel les termes 
également distants des extrêmes sont égaux et de même 
signe; le polynôme P jouit de cette dernière propriété dans 
le cas de p = 4i + 1 seulement, et, par suite, il en est de 
même de la fonction 2P— Q. Dans le cas dep—4i+3, 
la fonction 2P — Q a cette propriété, que les coefficients 


des termes également distants des extrêmes sont égaux et 
p—1 


. : PE 
de signes contraires. En effet, les coefficients dex ? 


et de x* dans la fonction 2 P — Q sont alors 


2m — ll} et y, — 2 Mye 
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Pour obtenir les valeurs des coefficients A4, A3, ..…., 
de X,, soit À l’un des nombres 


1,2, 3, «.., (p—1), 
ct À un exposant entier, tel que 
at=} (mod. p); 


désignons enfin par S; la somme des puissances ièmes des 
racines de l’équation X, — o, on aura 


Sie NP TAN CE CRE 


d’où il suit que S, sera égal à y, si L est pair, c’est-à-dire 
si À est résidu quadratique de p. Au contraire, S, sera 
égal à y: ou à —1—7, s1 À est impair, c'est-à-dire si À 
est non-résidu quadratique de p. Connaissant ainsi les 
sommes de puissances semblables des racines de l’équa- 
tion (6), on calculera Îles coefficients A,, A4, ..., au 
moyen des formules 


S1 — Yi — 0: 
Sy — Y191 + 2 A, A0: 
S3 — Ÿ199 —+ 2A32 9: —- SA 0 


On pourra exprimer ainsi Àx par une fonction entière 
de y, et l’on rendra ensuite cette fonction linéaire au 
moyen de l’équation (5). 


550. L'analyse que nous venons de développer conduit 
à un théorème important que nous devons mentionner. 
Reprenons l'équation 


Xi PQ T1 


que nous avons trouvée plus haut ; en changeant ÿ1 En Yo; 
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on aura 
MP QU: 


on a d’ailleurs X = X, X», donc 
X = P?+ PQ(ri+ Je) + ®riY2 


ou, à cause de 
pt 
si Art 


2 


NOR ni LA AVE VE ARR UTE 


p—i 
4X=(2P—Q}—{—1) ? pQ*. 
Et, d’après les remarques faites précédemment, on peut 
énoncer ce théorème ! 


THÉORÈME. — p étant un nombre premier autre que 2, 
et X désignant le polynôme 


LP E gp LL HT +, 


on aura 

HAN Ep LS pire L 
et 

AX=Y'+pZ si p—4it+s, 

; re 

Z est, dans les deux cas, un polynôme du degré — 
à coefficients entiers dans lequel les termes également 
distants des extrémes ont le méme coefficient; Ÿ est un 





É4 4 TES I Al 0 . 
polynôme du degré? à coefficients entiers dont les 
2 


termes également distants des extrémes ont des coeffi- 
cients égaux et de méme signe, ou égaux et de signes 
contraires, suivant que p = Âi+1 ou 4i + 3. 


Le nombre 3 échappe à notre analyse, ainsi que nous 
en avons fait plus haut la remarque. L’équation 


4 (ze? + x +1) = Y?+ 32° 
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admet toutefois les trois solutions 


Xi 0 PEN EUTS 
Pme D Lim) 
Y—=x—1: ZL= x +1; 


mais les polynômes Y etZ, relatifs à l’une quelconque de 
ces troissolutions, nesatisfont pas à toutes les conditions 
indiquées dans l’énoncé du théorème. 

Enfin le résultat que nous venons de trouver relative- 


: ; XP — 
ment à la fonction 





peut s'étendre à la fonction 
T— 1 


, , æP Wan 8 , . QE 
plus générale AU ER qu’on déduit de la première en 
1 bf ee) 


T . . . 
chaageant x en me eten multipliant ensuite par yP7!. 


On peut évidemment, d’après cela, énoncer le théo- 
rème suivant : 


Le nombre p étant premier, on peut satisfaire à 
l'équation 
pa XP — yP 
Y?—(—1) ? DA Se 
LT 


en prenant pour Ÿ et Z des fonctions entières de x et y. 


Sur quelques propriétés de la fonction résolvante 


. FAN à . xP FE I 
ui se rapporte à l'équation -——— = 0. 
q PP q ARE 


5d1. Soit, comme précédemment, x une quelconque 


e r e End el I . . 
des racines de l'équation — O0, et a une racine pri- 


Li 
mitive pour le nombre premier p. En désignant par « une 
PHLESE 


. , . D #1 
racine quelconque de l'équation = 0, nous po- 


LL 
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serons 
p—2 


2 —2 4 
F(a)=x+axt+uxt Lo gp mal — ur, 
i 
0 


et nous allons en premier lieu démontrer que l’on a 


On a 


et, par conséquent, 
p—2 p—2 


F{a) F(a=1) = + Den 
0 


0 


Pour évaluer cette somme double, je mettrai en évi- 
dence les coefficients des diverses puissances de x, e’ 
P 
J'introduirai à cet effet le nombre entier 


i— k = ll 


Alors le coefficient de x? sera 


; | aaftltak, 


le signe D s'étendant aux p —1 valeurs de X 
OT 2 een D 0. 
Or on peut écrire 
gl al — af {al + 1); 
si donc on n’a pas 


a’+1=0o (mod.p;, 


Ld L s 
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c'est-à-dire 





l'expression a* {at + 1) donnera, pour les diverses valeurs 
de k et abstraction faite des multiples de p, la série des 


nombres 
L;, 2, . . , P ere | D 


Ainsi le coefficient de a! sera 
x+a+...+zxP-1 ou bien —1, 
et cette conclusion aura lieu pour toutes les valeurs 
0, 1,2, +. p—2 


P 7, La somme double 





de /, en exceptantle seul cas /— 


que nous avons à évaluer sera donc composée du produit 


de — 1 par la somme des diverses puissances de «, sauf 
p— 
la puissance & ? , et, en outre, du groupe de termes cor- 
—1 pi=1 








respondant à la valeur / — ; 


- Lorsque l — 
9 2 


l’exposant de x est congru à zéro pour toutes les valeurs 


de Æ; par conséquent, le groupe que nous considérons 
» P q ) groupe q 
p=—1 
sera composé de (p sea 1) fois la racine &« ? . Réunissant 


ces deux parties de la somme double, on trouve pour 
résultat 


p—1 RER PE 


«a ? (p—1)+a? —=a? }, 
ce qui démontre le théorème énoncé. 


992. Nous allons maintenant établir une seconde pro- 
position qui consiste en ce que, si et 2 sont deux nom- 
bres entiers quelconques, maïs non liés par la relation 


m—=—n (mod.p), 


né. 
LE 


Le 
LH 


OT dis ; re VE ‘oi u » FX, # AT EN "+ 
Je OMR ERL ET RENE EE ME w 
_. O0 "Te J 
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le produit F(a&) F{27) est égal à la fonction F(ætr), 
multiphiée par un polynôme en «, dont les coefficients 
sont des nombres entiers. Ainsi, en désignant par Ÿ (x) ce 
polynôme, on aura l'égalité 


Flat: Fa = Ho) ÿ(aœ). 


En effet, on a 


donc 


F(x”') F (a ) — Din gaitar, 


et c’est la somme double du second membre qu'il s’agit 
d'évaluer sous la forme annoncée. Pour cela nous allons 
mettre en évidence, non plus les coefficients des diverses 
puissances de à, comme précédemment, mais les coeffi- 
cients des puissances de x. Ces puissances formant la sé- 
rie O, 1, 2,..., P—1, Occupons-nous d’abord du pre- 
mier terme qui proviendra de toutes les valeurs de z et k, 
telles qu'on ait 
ai+ aï=0o  (mod.p), 

c'est-à-dire 
p—1 

2 


i— À — 





Sous cette condition, la somme 


Ÿ 5 p—1 m(p—1) 
gmitnk 527 a+ 1 )+ nk _ nya dé Dar 


s’évanouit, car n'ayant pas m+n=0 (mod. p), l’expres- 
sion (m+ n) k produit la série des entiers inférieurs à p, 
comme on le sait. 

Maintenant, pour mettre en évidence le coefficient 
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d'une puissance quelconque de x, dont l’exposant serait 
= al, posons 
ai+ a*=a! (mod.p); 


mi+nie 


les entiers 1 et k devant prendre toutes les valeurs qui 
peuvent vérifier la précédente condition. Si l’on fait 


ce coefficient sera 


= +, 
k = ll + y, 


la condition dont il s’agit devient indépendante de /, et 
elle se réduit à 
d+aææi (mod.p). 


Nous pouvons concevoir que, pour une valeur donnée 
du nombre premier p, on ait formé d’avance le système 
des nombres y et v, liés par cette relation ; cela fait, on 
trouvera 


) amitnk — \ am(i+u)+n(ltv) — a(ri+n)l ÿ ab +nv, 


Donc, si l’on pose 


H(a)}= Ÿ am, 


le coefficient de x sera 
GOPÉERNE Ca, 


et la somme double sera bien, comme nous l’avons an- 
noncé, 


OD a(rr+n)l a — Ÿ (a) Farc 


553. Ces polynômes, ou plutôt ces nombres complexes, 
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Ÿ(æ), dont la formation dépend essentiellement des en- 
tiers y et y, et ensuite des nombres m et n, conduisent à 
d’admirables théorèmes arithmétiques dont nous allons 
donner quelques exemples. 

J’observe d’abord que la relation 


F(a”)F(a”) A ir pns Y(a) 
donnera, en changeant les signes de m et n, 

EN EN A on A CCSN ER 
Multipliant membre à membre, et ayant égard à la rela- 
tion 

pi 
F(a)F{(at)= « 2 D, 
on trouve immédiatement 
ÿ(a)p(a ti) = p. 
Un cas particulier très-simple montrera tout l'intérêt 
qui s'attache à ce résultat. Soit 


p=1 (mod. 4); 
on satisfera à l'équation 


aP—i — 7 A 
en prenant 


== Var if À 
Alors Y(æ), somme de puissances entières de à, sera de 
la forme a + bi, a et b étant entiers ; d’ailleurs : a = 
aura pour valeur — 1, de sorte que 
Y(at)—= a — bi; 
donc tout nombre premier = 1 (mod. 4) est de la forme 
(a + bi) (a — bi) — a? + b?, 


Ce théorème, qui a été établi par une méthode si diffé- 
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rente aux n°% 294 et 339, se trouve ici démontrée de telle 
manière que l’on fait dépendre a et b des entiers p et v, 
rapprochement bien inattendu, et dont Jacobi a tiré 
cette conséquence que nous nous bornons à indiquer. 

Le nombre a étant supposé impair dans l’équation 
p—=a? + b?, sa valeur peut, au signe près, se déterminer 
par le résidu minimum de l'expression 


L'an(2r—u)(2r 2) (run) 
2 Te NA 


où l’on suppose 
p=An+HI, 
Soit encore 
p=1 (mod. 3), 


on satisfera à l'équation 


en prenant 


racine cubique imaginaire de l’unité. Alors les nombres 
d(æ)et (xt), sommes de puissances entières de 0, de- 
viendront respectivement | 


a+bp, a+ bp}, 
a et b étant des entiers. Donc p sera de la forme 
(a + bp)(a + bp?) — «à? — ab + b?. 


554. Voici maintenant d’autres conséquences pour la 
résolution de l'équation binôme 
DRE UT 
Soit « une racine primitive de l'équation 


xPei= 1,. 


d OST. ROLLER LS At DATE 


LH, 
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et posons 
P—=2r +1, 


de telle sorte que 


at —— 17, 


En désignant, en général, par d;(æ) le polynôme en «, 
défini par l'équation 


PPeNF ia le) (art), 


on aura la série de relations 


qui, multipliées membre à membre, conduisent au ré- 
sultat suivant: 


Fa)" = Yi(z)pala) +. Yns(a)F(a?), 

Or, ayant «* —— 1, il est facile d'évaluer le facteur 
F(æ*). Ce facteur se réduit, en effet, à la différence des 
quantités y2 et y1, que nous avons déterminées au n° 548; 
mais on peut aussi le déduire de la relation générale 

p— 
Fle)Fiast}—"x wep, 
que nous avons précédemment démontrée, en y faisant 
a ——1, ce qui est permis, puisqu'on satisfait ainsi à 
l'équation æP7! — 1. De la sorte on trouve 
PA 
LS À EE EP AN 22 
Ainsi la puissance p—1 de la fonction résolvante se 


trouve exprimée par un produit de facteurs complexes 
Y(æ), multipliés par le nombre p. 
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Démonstration nouvelle de la loi de réciprocité 


dé Legendre. 


595. La théorie exposée dans ce Chapitre fournit 
encore, comme l’a montré Jacobi, une démonstration 
nouvelle de la loi de réciprocité de Legendre que nous 
avons établie au n° 332. Nous croyons utile de pré- 
senter ici cette importante application. 

Considérons l’équation 


XP— 1 





= 0: 
T—I 


désignons par r l’une de ses racines, par a une racine 
primitive pour le nombre premier p et posons 


P= y Te LR TEASER EPP POS 


Soit g un nombre premier impair différent de p. Si 
l’on élève le polynôme P à la puissance 9, le résultat 
contiendra les puissances gi" des différents termes de 
P, avec d’autres termes dont les coefficients sont tous 


divisibles par g. Si l’on désigne par 4 Ar l’ensemble 
de ces derniers termes et que l’on pose 


2 = na 


on aura 


PQ + ad are. 


Il convient maintenant de distinguer le cas de (2) = +I 
P 


et celui de (2 = — I. 
P e 


1° Soit (2) — + 1. Cela veut dire que g est racine de 
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la congruence 


dont les racines sont 
do ai CRE € 
on a donc nécessairement 


q=a". (mod. p), 





L , 4 x À La 
n étant un entier au plus égal a? ei Par suite, la va- 
leur de Q est 
Q pa À re?" 2. part 1 parti EN a F'APARES Ms FANS 


? 


et, en rabaïssant les exposants de a au-dessous de p —7, 
on a évidemment 


OR: 


2° Soit (2) — — 1. Dans ce cas, g est racine de la 


congruence 
æ ? +i1=o (mod.p) 
laquelle a pour racines 


FO IT EP CRC RON D ES 
On a donc 
g=a"#1 {[mod.p) 


n étant un entier. Il vient alors 
Q ue rat er rat + pars EL EU + rartP—2 0 à PAR AETS 


et, en rabaissant les exposants de a au-dessous de p—1, 


on à 
Q——P, 
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Donc on a, dans tous les cas, 


et, par suite, 


ou 


(1) 
- Cela posé, si l’on fait 


Var HT Tr. HT, 
Va =TIHTÉE TEE, HT, 


on aura (n° 548) 


Pr, LE EN ER AD 


Substituant cette valeur de P dans le premier membre 
de la formule (1), celui-ci se réduit à 


GE D | 
Et Via FI 
DIN ER 06 (2); 


quantité qui est un nombre entier. Quant au second 


A7r* 





membre q » 1l se réduira donc aussi à un nombre 


5 
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entier E, et l’on aura 


2 PRES 
(Dar) —(— 1) 2 ie e 
q 


Il s’ensuit que le carré de Ÿ Ar“est une fonction symé- 








ÆP — I 





trique et entière des racines de l’équation — 0; 


Et 
par suite, ce carré a pour valeur un nombre entier, ce 
qui exige que E soit un multiple Mg de g. Ainsi l’on a 


Jar 


LP 





— Eee My, 
M étant un nombre entier. Par conséquent, 


oO E mess 
EAN Er RENE (4) =: 


P 
remarquant que 


Pete p 
Dai (2) + un multiple de q, 
( 


et supprimant de part et d’autre les multiples de q, …l 


. —147—i 
q P 


vient 


(2) 


_ cette formule (2) exprime précisément le théorème de 


Legendre. 


S.— Alg, sup., |. 38 
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CHAPITRE IV. 


SUR UNE CLASSE D'ÉQUATIONS DU NEUVIÈME DEGRÉ 
RÉSOLUBLES ALGÉBRIQUEMENT. 


Du déterminant d’une fonction entière et homogène 
de trois variables. 


596. Otto Hesse a publié dans le Journal de Crelle 
(t. XXVIII, p. 68, et t. XXXIV, p. 191) deux Mé- 
moires remarquables sur la détermination des points 
d’inflexion des courbes du troisième degré. Dans son 
second Mémoire, l’éminent géomètre a démontré que : 

Les points d'inflexion d'une courbe algébrique du 
degré n sont situés sur une seconde courbe du degré 
3(n— 2),et, par suite, que: 

Une courbe algébrique du degré n a généralement 
3n(n— 2) points d'inflexion, réels ou imaginaires. 

Dans les cas particuliers, quelques-uns de ces points 
d’inflexion peuvent être situés à l'infini ou être rem- 
placés par des points multiples. 

Lorsque n —3, on a ce théorème : 


Les points d'inflexion d'une courbe du troisième 
degré sont situés sur une seconde courbe du troisième 
degré. 

Il en résulte que la recherche des points d’inflexion 
d’une courbe du troisième degré dépend généralement 
de la résolution d’une équation du neuvième degré à une 
inconnue. Or il est très-remarquable que cette équation 


s se En 


AS 
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du neuvième degré soit toujours résoluble algébrique- 
ment, et quil suffise, pour effectuer cette résolution, de 
résoudre une seule équation du quatrième degré et trois 
équations du troisième degré. Cette proposition se dé- 
duit facilement, comme nous le ferons voir plus loin, 
du théorème de Hesse énoncé plus haut, et d’un autre 
théorème démontré pour la première fois par Maclaurin 
dans son Æssai sur les lignes du troisième degré, théo- 
rème qui consiste en ce que : 


La droite qui joint deux points d'inflexion d'une 
courbe du troisième degré rencontre la courbe en un 
troisième point d'inflexion. 

La démonstration que Hesse a donnée dans son se- 
cond Mémoire, pour établir la résolubilité de léqua- 
tion du neuvième degré dont 1l s’agit, suppose égale- 
ment le théorème de Maclaurin. Hesse fait voir qu'il 
existe certaines relations entre les racines, et il démontre 
généralement que toute équation du neuvième degré 
dont les racines ont cette même propriété est résoluble 
par radicaux. Cette analyse de Hesse est remarquable; 
on en trouvera le développement à la fin de ce Chapitre. 


501. Soit U une fonction quelconque entière et homo- 
gène du n°"° degré de deux variables x et y ; Ü —o sera 
une équation quelconque du degré n s1 l’on prend pour 


. te : : : : ; 
inconnue —, et cette équation aura trois racines égales 
34 


si l’on peut satisfaire en même temps aux trois équa- 


tions 
A A A 


—— —= O ae 0} 
dx ? dx? 


LEE 0: 


Ces équations de condition sont respectivement des de- 
grés n, n—1,72—2; mais On peut à leur place prendre 
trois équations du même degré 7 — 2. Elles peuvent ef- 


n 7e MONT SIENS \ De MAMAN TATS"  °2 
Fr NT ÉRNRE NE SEPRRRNE ENCS 
st L (4 d <% ÿ # AFS 23% CL. 57 
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fectivement s’écrire ainsi (!): ‘ 
à. Utd USE 
Sn ee mere I RUtA T —— 
n(nr—1) dx? 2 dx dy 7 dy? 3 
dU I d?U a d?U 
ee TX = 
dx n—1 aix à dx dy e 
ŒU 
dx? û 


À cause de la troisième équation, la deuxième se réduit à 
d’'U . « LL . d'U 

— 0, et la première devient ensuite —— 
dx dy dy? 
les équations de condition relatives à l'égalité de trois 
racines de l'équation Ü — o sont les suivantes du degré 
n — 2 chacune: 


ŒU UNS 


BEN NAS dr dy ae dy? né 





— 0. Donc 














On ferait voir de même que généralement les équations 
de condition relatives à l'égalité de m racines de l’équa- 
tion Ü — o sont les suivantes, du degré 7 — m +1; 


d'-IiTU dmIiT d'IiT d'AU 
nes 0, Énbes 


dr'"—1 TN der dy? TRS ddr a 


dy Pi ae 





(*) Cela résulte immédiatement du théorème connu dit des fonctions 
homogènes. Soit f(x, y, ...) ane fonction homogène du degré y de plu- 
sieurs variables; en multipliant x, y,... par 14, il vient, d’après la 
définition des fonctions homogènes, 


f(x+ax,r+ar,...)=(1+a) f(x,r,...) 


Développant les deux membres par rapport à « et égalant ensuite les 
coefficients des mêmes puissances de «, il vient 


df df 

2 +) ee = af (mr...) 

æf df int à 

£: - CY - g ...— TT Fa 
HE | De die Det Ru—1)/(x,y, Y 
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98. Soit maintenant w une fonction quelconque 
entière et homogène, du n'°"° degré, de trois variables 


° , T 4 3 
ZX, J, z. Si l’on représente par - et les coordonnées 
Z z 


rectangulaires ou obliques d’un point variable, l’équa- 
tion 


(1) U 20 


représentera une courbe quelconque du r"° degré (1). 
Une droite quelconque, dont l’équation est 


(2) z=ax+ by, 


rencontre, comme on sait, la courbe en 7 points; si l’on 
porte la valeur de z tirée de l’équation (2) dans la fonc- 
tion u, celle-c1 devient une fonction homogène U des 
deux variables x et y, et les n racines de l’équation 


k< CT : 
U = 0, où l’on considère - comme l’inconnue, sont les 
+ 


rapports des coordonnées des points où la droite ren- 
contre la courbe. Mais l'équation de la ligne droite 
contient deux constantes a et b qui s’introduisent dans 
l'équation Ü = o; on peut établir entre ces constantes 
une relation telle, que deux racines de l’équation U — 0 
deviennent égales : dans ce cas, la droite devient une 
tangente de la courbe. Et, si l’on donne aux constantes 
a et b des valeurs telles, que trois racines de l’équation 
Ü — o deviennent égales, la droite sera tangente en un 
point d’inflexion ; ce point sera déterminé, commme on 


1) Hesse a eu le premier l’ingénieuse idée de représenter par 
P 


‘ Fr : Re 
les coordonnées rectilignes d’un point dans un plan, et par —; —; 
u:. uU 


coordonnées dans l’espace ; alors toutes les équations que l’on a à consi- 
dérer sont homogènes. 
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l'a vu plus haut, par les trois équations 


AU 0) A VE CAN 2 TE 
di EU Trad CON AT 





Mais, comme U estla valeurqueprendupourz=ax+by, 
si l’on fait, pour abréger, 








d?u d?u d?u 

dr° ps A5 Ui,1; PT = 284 Ua ,9, PAC je Uz,39 
) 

d?u d'u d°?u 





dy dz TEE NOTES ne dx dy TE 


les trois équations précédentes pourront s’écrire comme 
il suit: 

Us + 24aUs, + a°us,; —=0, 
(3) 


U,2 +AU,3 + bus + abus; = 0, 


U, + 20U,3 + b? U3,3 — O. 


S1 l’on élimine a et b entre ces équations, on obtiendra 
l'équation d’une courbe qui rencontre la proposée aux 
points d’inflexion. Pour effectuer cette élimination, ré- 
solvons la deuxième des équations (3) par rapport à a, ce 


qui donne 
U,9 + bus. 


Us, + Vus, 


a = — 


et portons cette valeur dans la première équation, nous 
obtenons 


Us, (uo,s + bus) — 2u3(us,s + bus s)(ue,s + bus) +us,s (1,2 + bus) = 0 


ou, en ordonnant par rapport à b, 


2 2 2 2 — 
Ua us — 2Uo,3 Us, ie + Us,sui,, + (Win, — ui ,)(20u,, + bus) —=0. 


Si enfin on multiplie la dernière des trois équations 
que nous considérons par 


2 
Ui,1 Us,3 — Us 
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et qu’on en retranche ensuite l'équation que nous ve- 
nons de former, on obtiendra l'équation finale qui résulte 
de l'élimination de a et b; nous la représenterons par 


(4) Au 0; 
en posant, pour abréger, 
(5) Au = uit us,s + 2 Uo,3 Uy,a Uy,o — Uy U3,3 — ass Us,s 7 Us,s Ui,2e 


L'équation (4) est celle de la courbe cherchée, la- 
quelle rencontre la proposée u = 0 aux points d'inflexion. 
Cette équation est, comme on voit, du degré 3(n — re 
d’où il suit qu’une courbe du ni" degré a généralement 
3n(n—2) points d’inflexion. En particulier, une courbe 
du troisième degré a neuf points d’inflexion. 

La fonction Au est égale au déterminant 


peus Uj,2 U,s 
a Ug,a U:,3 |, 


Uz,1 Us,s Us, 


et Hesse lui a donné le nom de déterminant de la fonc- 
tion u. 


999. Lorsque les coefficients de la fonction w sont in- 
déterminés, la courbe représentée par l'équation u — o 
n’a pas de points multiples. Pour de tels points on a 
simultanément 


du du 
10 —=O, U—=O, 


7 Rat TENTE dy 


et, au moyen des deux premières équations, la troisième 


se réduit à 
du 


dz 


LE ? 


par le théorème des fonctions homogènes. La relation 
entre les coefficients de u, exigée par l’existence de 
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points multiples, résultera donc de l'élimination de x 


et i£ entre 
du du du 


a =" 0) = O mie | 0 À 


dr . dy DRE E 
Ces équations peuvent être mises sous la forme 


LUNA ENT Mie CELA RO 
Lo, FŸUo,e + ZUs,3 —= O0, 


Luz + YUs,e + 2U3,3 — O0; 
et l’on en déduit évidemment 


ADSL), 


Au reste, la méthode dont nous avons fait usage pour 
trouver les points d’inflexion montre que les points mul- 
tiples, quand il en existe, satisfont à la précédente 
équation; car, si la droite z—ax + by devient tangente 
à la courbe en un point multiple, l'équation qui résulte 
de l'élimination de z entre 


u—=O et z2—= ar + by 


aura évidemment trois racines égales. 

Il est facile de voir qu’une courbe du troisième degré 
ne peut avoir un point triple ou trois points doubles à 
moins qu’elle ne se réduise à un système de trois droites ; 
elle ne peut non plus avoir deux points doubles à moins 
qu’elle ne se réduise au système formé d’une conique et 
d’une droite. 


960. Le calcul que nous avons fait au n° 558 ne dif- 
fère pas de celui qu’il faudrait exécuter si l’on voulait 
obtenir la condition pour que la droite (2) fit partie du 
lieu représenté par l'équation (1). En effet, la solution 
de ce nouveau problème s’obtiendra en exprimant que 
le résultat Ü de la substitution de ax + by à z, dans u, 


mn 
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est identiquement nul. On aura donc 


d°U d?U d°U 
AIR 0. 








— —=0 #0 - 
dx? ; dx dy : dy? 


et 1l est évident que ces conditions sont suffisantes, 
puisque l’on a 
dU d?U d°'U 


Sr. -2 
dx? pes dx dy ue dy? 








n(nr—1)U = x? 


Aïnsi, dans le cas qui nous occupe, leséquations (3) ont 
lieu identiquement en vertu de l’équation (2), et par 
conséquent 1l en est de même de l’équation (4). Donc 
toute droite qui fait partie du lieu de l’équation u = 0 
appartient aussi au lieu de l'équation Au — 0. 


- 


Dans le cas de 2 — 3, on a ce théorème : 


St l'équation u = 0 représente trois lignes droites, 
ces mêmes droites constituent le lieu de l'équation 
Au = 0, et l’on a en conséquence Au — ku, k étant une 
constante. 


Il peut arriver que le déterminant Au soit identique- 
ment nul; pour qu’ilen soit ainsi, il faut et il suffit que 
le lieu de l'équation u — 0 soit un faisceau de n lignes 
droites. Bien que nous n’eussions pas à faire usage de 
ce théorème dû à Hesse, nous ne pouvions nous dis- 
penser de le mentionner ici. 


Sur les points d'inflexion des courbes du troïsièmce 
degré. 


061. Nous commencerons par établir, à l'égard des 
courbes du troisième degré, quelques propositions gé- 
nérales sur lesquelles nous aurons à nous appuyer. 

Rappelons d’abord que le système formé d’une conique 
et d’une droite, ou le système de trois droites, constitue 
une variété des lignes du troisième degré. 
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LEmmE I. — /)Jeux courbes du troisième degré se 
coupent généralement en neuf points. 


Cette proposition se déduit immédiatement du théo- 
rème de Bézout sur le degré de l'équation finale qui ré- 
sulte de l’élimination d’une inconnue entre deux équa- 
tions. 


062. Leume IL. — Neuf points suffisent, en général, 


pour déterminer une courbe du troisième degré. 


Il y a effectivement dix termes dans l’équation géné- 
rale des courbes du troisième degré. Le coefficient de 
l'un de ces termes peut être choisi arbitrairement, etil 
reste alors neuf coefficients indéterminés dont on peut 
disposer de manière à assujettir la courbe à passer par 
neuf points donnés. On obtient ainsi neuf équations du 
premier degré entre les coefficients inconnus; en gé- 
néral, ces équations admettent une solution unique, et, 
par suite, on ne peut généralement faire passer qu'une 
seule courbe du troisième degré par neuf points 
donnés (1). ; 


CoroLLaiRE. — Si u — 0, v — 0 sont les équations en 
coordonnées rectilignes de deux courbes du troisième 
degré, l'équation générale des courbes du troisième 
degré qui passent par les points communs aux courbes 


donnees sera 
pHiu— O, 


À désignant une constante indeterminee. 


D'abord il est évident que l’équation # + Au = o re- 


(*) Dans ses belles recherches sur les courbes du troisième et du qua- 
trième degré (vorr les Comptes rendus de l’Académie des Sciences, t. XX VI, 
p. 943, et t. XX VII, p. 272, 437 et 472), M. Chasles a fait connaître deux 
méthodes remarquables pour construire la courbe du troisième degré qui 
passe par neuf points donnés, 
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présente une courbe qui passe par les points d’intersec- 
tion des courbes données. En second lieu, soit C l’une 
quelconque des courbes du troisième degré qui passent 
par ces neuf points ; prenons sur cette courbe un point 
quelconque M qui n’appartienne pas aux courbes don- 
nées et désignons par v,, u, ce que deviennent sv et u, 
pour le point M. Si l’on détermine À par la condition 
V +Âu, —0o, la courbe représentée par l'équation 
y +Àz = 0 passera par le point M; cette courbe ayant 
ainsi dix points communs avec la courbe C, elle coïncide 
avec elle. 

La démonstration précédente ne s'applique pas au cas 
où les lieux des équations 4 — 0, v — 0 auraient une 
droite commune ou une conique commune. Mais, dans 
ce cas, on a 

GE MDr SR QUI EUR : 
v'= 0, uw — o représentent des droites ou des coniques, 
et #’ + Au — o représente toute droite et toute conique 
qui passe par leurs points d’intersection. Il s'ensuit que 
0 + Au = 0 représente encore toutes les courbes du troi- 


sième degré qui passent par les points communs aux 
proposées. 


003. Lemme III. — Soient AÀ,, A2, A3, À,, As, As, 
A;, As, A9 les neuf points d'intersection de deux 
courbes du troisième degré données; on peut faire 
passer par sept quelconques de ces points une infinité 
de lignes du troisième ordre qui ne passent par aucun 
des deux autres points. 


Considérons les sept points 
Ai, A3; A3 A;, À;, À, À; 


Si trois d’entre eux, A,, A2, A3, par exemple, sont en 
ligne droite, 1l existera trois systèmes formés de deux 


ar En OR re LA RAR LE EST Er, = LES 
ON < Ye De Ne Te EU PL 
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droites tels, que chaque système renferme les quatre 
points À,, A;, A4, A;. L'une de ces six droites peut 
passer par À, ou par À,, mais elle ne saurait contenir 
en même temps ces deux points, car une courbe du 
troisième degré ne peut avoir plus de trois points en ligne 
droite; donc, parmi nostrois systèmes de droites, il yen 
a au moins un qui nerenferme aucun des points Às, As. 
Ce système constituera, avec la droite A, A2A,, une 
ligne du troisième ordre qui remplira la condition 
énoncée. 

Si, parmi les six points considérés, il y en a six qui 
soient sur une conique, cette conique n’aura aucun autre 
point commun avec l’une ou l’autre des courbes données, 
et par suite elle ne passera ni par A3 ni par À. Si donc 
on Joint à cette conique une droite arbitraire menée par 
le septième des points considérés et qui ne passe ni par 
A4 ni par A9, on aura une ligne du troisième ordre qui 
remplira encore la condition énoncée. 

Supposons maintenant que parmi les sept points con- 
sidérés il n’y en ait pas six sur une conique ni trois en 
ligne droite. Joignons le point A; aux six autres; parmi 
les six droites obtenues, 


À; À;, À; A>, À; A; À, À; À; A;, À; À;; 


ilne saurait y en avoir plus d’une passant par A3, ni plus 
d’une passant par À,; on peut donc supposer que 


À; A;, A, A;; A; À>, À; À; 


ne passent ni par À4 ni par A4. Pareillement, si l’on joint 
le plan A4 aux points A:, A,, À;, on obtiendra les trois 
droites 

3 A6 A, À À À6 
parmi lesquelles il s’en trouvera une au moins qui ne 
passera ni par À$ ni par À,. D'où il suit que, parmi les 
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sept points considérés, on peut toujours en trouver trois 
A5; A6» As 


par exemple, tels que les droites qui joignent ces points 
deux à deux ne passent par aucun des points As, As. 

Cela posé, considérons les lignes du troisième ordre 
formées respectivement des coniques qui passent par 
Ai, À», As, A4, A5; A1, Ao, A3, As, A5; A1, Ao) As, Ass À 


et des droites 
À; À;;, À; À, À A6. 


L’une des coniques peut contenir l’un des points As, As, 
mais non pas ces deux points à la fois, car une conique 
ne peut rencontrer une ligne du troisième ordre en plus 
de six points. D'ailleurs deux de nos coniques ne peu- 
vent avoir que les seuls points communs A,, A», As, À;; 
donc l’une d'elles au moins, A, A: A;,A,A;, par exem- 
ple, ne contient ni A4 ni A4. En joignant à cette co- 
nique la droite A4 A;, on formera une ligne du troisième 
ordre remplissant la condition énoncée. 

Ainsi, dans tous les cas, nous savons trouver une ligne 
du troisième ordre qui passe par les sept points consi- 
dérés et qui ne contient aucun des deux autres points. 
Soit 

w = 0 
l'équation de cette ligne relativement à deux axes coor- 
donnés. Soient aussi 


les équations des courbes données, & et b deux con- 
stantes arbitraires ; 1l est évident que l'équation 


: au + bo + w —0 


représentera une infinité de courbes du troisième degré, 
qui toutes rempliront la condition énoncée. 
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964. TaéorÈme [. — Toute courbe du troisième degré, 
qui passe par huit des neuf points d'intersection de 
deux courbes du troisième degré données, passe égale- 
ment par le neuvième point d’intersection de ces deux 
courbes. 


Soient let T, les deux courbes du troisième degré don- 
nées. Supposons qu'on se propose de faire passer une 
courbe du troisième degré par les neuf points d’inter- 
section des courbes F et F, ; les neuf équations linéaires 
que doivent vérifier les coefficients de l’équation de la 
courbe inconnue admettront les deux solutions relatives 
aux courbes F et [, qui satisfont au problème. Il s’en- 
suit que le système de ces neuf équations est indéter- 
miné ; d’ailleurs huit quelconques d’entre elles sont dis- 
tinctes, d’après le lemme III, et en conséquence elles 
entraînent nécessairement la neuvième. On peut con- 
clure de là que, si l’on assujettit une courbe du troisième 
degré l, à passer par huit des points communs aux 
courbes F et F,, et que, pour achever de la déterminer, 
on se donne une nouvelle condition arbitraire, la courbe 
l', passera nécessairement par le neuvième point d’in- 
tersection des courbes F'et l,. 


Corozraire [. — St trois des neuf points d'intersec- 
tion des deux courbes du troisième degré sont en ligne 
droite, les six autres points d’intersection sont situés 
sur une conique. 


En effet, la droite qui passe par les trois premiers 
points d’intersection des courbes données let F,, et la 
conique qui passe par cinq des six autres, forment une 
ligne du troisième degré qui passe par le neuvième point 
d’intersection des courbes let F, ; donc la conique passe 
par ce neuvième point, car une courbe du troisième 
degré ne peut avoir quatre points en ligne droite. 
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CorozLaire Îl. — S: six des neuf points d’intersec- 
tion de deux courbes du troisième degré sont situés sur 
une conique, les trois autres points d’intersection sont 
en ligne droite. 


En effet, la conique qui passe par les six premiers 
points d’intersection et la droite qui passe par deux des 
trois autres forment une ligne du troisième degré qui 
passe par le neuvième point d’intersection ; donc la 
droite passe par ce neuvième point, car une conique ne 
peut avoir plus de six points communs avec une courbe 
du troisième degré. 


Corozzaire III. — S% trois des neuf points d’inter- 
section de deux courbes du troisième degrésont en ligne 
droite, et que trois des six autres soient aussi en ligne 
droite, les trois derniers seront pareillement en ligne 
droite. 

Ce corollaire est évidemment un cas particulier du 
précédent. 


565. Les propositions que nous venons d'établir con- 
duisent à un grand nombre de conséquences intéres- 
santes ; mais, pour ne pas trop nous écarter de notre 
sujet, nous nous bornerons à montrer comment on en 
déduit immédiatement le théorème connu de Pascal, re- 
latif à l'hexagone inscrit dans une conique. On sait que 
ce théorème consiste en ce que: 


Si un hexagone est inscrit dans une conique, les points 
de rencontre des côtés opposés sont en ligne droite. 


En effet, soient À, B, C, D,E, F les sommets de l’hexa- 
gone ; soientM, N, P les points d’intersection des côtés AB 
et DE, BCetEF, CD et FA. Les lignes du troisième ordre 
formées, l’une des droites AB, CD, EF, l’autre des 
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droites BC, DE, FA, se coupent aux neuf points À, B, 
CG, D,E,F, M, N, P. Or les six premiers points sont une 





conique ; donc les trois autres sont en ligne droite, ce 
qu’il fallait démontrer. 


966. THéorëme Il. — Za droite qui joint deux points 
d'inflexion d'une courbe du troisième degré rencontre 
la courbe en un troisième point d ‘’inflexion. 


Soient À et A’ deux points d’inflexion d’une courbe du 
troisième degré F, et supposons que la droite AA’ ren- 
contre la courbe F au troisième point A”; je dis que A’ 


8 





estun point d’inflexion. En effet, menons par le point À 
une sécante quelconque qui rencontre de nouveau la 
courbe aux points B et C; par le point À une seconde 
sécante quelconque qui rencontre de nouveau la courbe 





SECTION V. — CHAPITRE IV. 609 


aux points Bet C’; joignons BB' et CC’, qui rencontrent 
de nouveau la courbe aux points B” et C” respectivement; 
joignons enfin À”B”. La ligne du troisième degré formée 


des trois droites ABC, A’B'C et A’B/ passe par huit des 


points d’intersection de la courbe F et dela ligne du troi- 


sième degré formée de droites AA’A”, BB'B”, CC'C’': 

elle passera donc par le neuvième point d’intersection C”; 

et, comme une courbe de troisième degré ne peut avoir 

quatre points en ligne droite, il faut nécessairement 

que les trois points A”, B”, C” soient en ligne droite. 

Imaginons maintenant que les sécantes BC et B'C’ tour- 

nentrespectivementautourdes points À et A’, de manière 

à devenir tangentes à la courbe ; comme A et A’ sont 
deux points d’inflexion, les points B et C se confondront 
avec À à la limite : pareillement, Bet C’ se confondront 
avec À’; donc les droites BB'B/ et CC/C/ coïncideront 

avec AA/A/, et, par suite, les trois points d’intersection 

de la courbe avec la sécante A”/B/C/ se confondront en 

un seul A”, qui est ainsi un point d’inflexion. 


Remarque. — Bien que la forme de ce raisonnement 
soit géométrique, il est évident qu'il s'applique au cas 
des points imaginaires comme à celui des points réels. 


567. Tuéonëme III. — Le nombre des droites qui 
passent chacune par trois points d’inflexion d'une 
courbe du troisième degre donnée est égal à douze. 
Ces douze droites forment quatre systèmes composés 
chacun de trois droites, et les neuf points d'inflexion 
de la courbe sont trois à trois sur les trois droites de 
chaque système. 


Si l’on joint par des droites l’un des points d’inflexion 
de la courbe à chacun des huit autres, il est évident que 
ces huit droites se réduiront à quatre distinctes, puisque 
la droite qui passe par deux points d’inflexion passe 

S.— Alg. sup., A. 39 
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aussi par un troisième, et que, d’ailleurs, quatre points 
d’inflexion ne sauraient être en ligne droite. Donc, parmi 
les droites qui joignent les neuf points d’inflexion trois 
à trois, il y en a toujours quatre qui passent par l’un 
quelconque de ces points. En comptant quatre droites 
pour chaque point d’inflexion, on aura 4 X 9 ou trente- 
six droites; mais alors il est clair que chaque droite se 
trouve prise trois fois, et, par suite, ces trente-six droites 
se réduisent à douze distinctes. 

Considérons l’une des quatre droites qui passent par 
un même point d'inflexion ; cette droite renferme trois 
points d’inflexion, et par chacun de ceux-ci passent seu- 
lement trois autres de nos douze droites; donc, parmi 
_ces douze droites, il ÿ en a deux qui ne passent par aucun 
des trois premiers points. L'une d'elles contient ainsi 
trois nouveaux points d'inflexion, et les trois derniers 
points seront alors sur l’autre droite, puisque les neuf 
points sont communs à deux courbes du troisième degré 
(n° 564, corollaire IT). On peut conclure de là que les 
douze droites considérées forment quatre systèmes de 
trois droites passant par les neuf points d’inflexion. 


568. Pour reconnaître la loi de la distribution des 
neuf points d’inflexion sur les douze droites dont il vient 
d’être question, on peut employer avec avantage la con- 
sidération des imaginaires que Galois a introduites dans 
la théorie des nombres. Nous désignerons les points dont 
il s’agit par une même lettre affectée d’un indice sus- 
ceptible de prendre neuf valeurs distinctes, et nous 
adopterons, pour les valeurs de cet indice, les neuf ra- 
cines ai + b de la congruence 


—i=o (mod. 3). 


L'une de ces racines est zéro et les huit autres sont con- 
grues aux puissances d’une racine primitive de la con- 
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gruence 
—1=0 (mod. 3), 


Celle-ci a quatre racines primitives : ce sont les racines 
des deux congruences irréductibles 
—i—i1=0, ©+i—i=o (mod. 3) 

Nous désignerons par ? une racine de la première, et 

l'on aura en conséquence 


ii (mod.3) 


? LS 
d’où 
B=oit+I, Ii +0, 
= 2, Î= à + 2, (mod. 3). 
Ê—= 2, Ê=—=T, 


Cela posé, considérons l’un des quatre systèmes de 
trois droites qui passent par les neuf points d’inflexion, 
et attribuons aux points situés sur ces droites les indices 
des trois lignes respectives du tableau suivant: 


LE AU LS 2; 
(1) GC, ÊHI, +0, 
Date 1 0202 


Pour former les combinaisons des indices qui répon- 
dent à l’une quelconque des neuf lignes restantes, il faut 
prendre trois indices appartenant respectivement aux 
trois lignes du précédent tableau, et, comme rien ne dis- 
tingue entre eux les trois points situés sur l’une des 
droites du premier système, on peut supposer que les 
lignes verticales du tableau (1) répondent chacune à trois 
points situés sur la même droite. On aura donc ce 
deuxième système 

| or STE 
(2) lyCHr, 22 HI, 


D ND LE 
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Maintenant, dans chacun des deux derniers systèmes 
qu'il reste à former, les indices qui répondent à une 
même droite doivent appartenir à trois lignes horizon- 
tales distinctes de l’un et de l’autre des tableaux (1)et(2). 
Alors on ales deux combinaisons suivantes, qui sont les 
seules possibles, savoir : 


(A ES RÉ mer 
(3) 1, +2, 24, 
D 'Rr: 2ÉHY, 
ct 
ds i+2, 2i+ 1, 


(4) Hp es . 2i —- 2, 
DL rl, 26 

Si l’on remplace chaque expression ai + b par la puis- 
sance de : qui lui est congrue, on trouvera que les in- 
dices relatifs à nos quatre systèmes de droites seront re- 
présentés généralement par 

O, 1 ITS 

(5) in+1 JEU PERS 


PINS ;Mm+5 +6 
[A (4 s'e : 


si l’on attribue successivement à » quatre valeurs con- 
sécutives quelconques, par exemple, o, 1, 2, 3. | 

Quant aux indices relatifs aux neuf faisceaux de quatre 
droites qui ont leurs sommets aux divers points d'ia- 


flexion, ils seront représentés par 

Z, zHI, 3 + 24, 
2, z-bi 3 + ai 
(6) : ; 
2, BAL, 3 FLN 
2, 2+Hi+2,, 2+ 2H, 


z devant recevoir successivement les neuf valeurs de la 
forme ai + à. 
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569. Tnéorime IV. — Parmi les neuf points d'in- 
flexion d'une courbe du troisième degré réelle, il y en a 
toujours trois réels et six imaginaires. 

D'abord les neuf points d’inflexion ne peuvent pas être 


tous réels. En effet, admettons qu'ils le soient, et consi- 
dérons le triangle OMN formé par les trois droites de 





M N A 


l’un des quatre systèmes dont nous avons établi l’exis- 
tence. Supposons, par exemple, que les côtés MN, NO, 
OM constituent le premier système de quatre droites et 
que ces côtés contiennent respectivement les points 


A A:, A 
À;, A+) A+ 
Ai Aoitis Aairre 
En appliquant la propriété connue des transversales au 


triangle OMN coupé par les trois droites issues du point 
A, savoir : 
Ao A; Ai, Ao Ai+i Aoitos Ao Âj+s Avi 

on trouve 
MAe NA; Oh 
NAS OA MAS EL 
MAS NA OA Se 
NA, Oui MA 
MA, NA» OA 
NAo OAs+> MA 
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et, en multipliant, on a 


MAo\? : MAMA. MAosa OA. OA OA 
(as 7 OA OAouue Our © NAse NA NAiss 
Il est évident qu’on trouvera la même valeur pour 
MA, \# MA, \ s " MS 
(x) et () en appliquant le même théorème aux 
droites issues des points A, et A,; on a donc 


MAs\®  /MA\5  /MA,\5 
NA SU NA MONA: 
Les points considérés étant supposés réels, la précé- 
dente égalité exige que l’on ait 





MA, MA, MA, 
NA, NA NA 





? 


ce qui est évidemment impossible. 

Cela posé, considérons le faisceau obtenu en joignant 
un point d'inflexion imaginaire aux autres points; l’une 
quelconque des quatre droites de ce faisceau coupe la 
courbe du troisième degré en deux points d’inflexion qui 
ne peuvent être réels tous les deux, ni imaginaires con- 
jugués. L'une de ces droites contiendra le point conjugué 
du sommet du faisceau avec un point réel; chacune des 
autres contiendra au moins un nouveau pointimaginaire, 
et, comme le nombre des points imaginaires est pair, 1l 
sera au moins égal à 6. Enfin, la droite qui passe par 
deux points imaginaires conjugués étant réelle, chaque 
couple de pareils points exige nécessairement un point 
d'inflexion réel, d’où 1l résulte qu'il y a toujours trois 
points d'inflexion réels et six imaginaires. 

Remarque. — On pourrait faire à ce théorème l’ob- 


jection que voici. On suppose que chacune des droites 
qui passent par deux points d’inflexion imaginaires 
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conjugués coupe la courbe en un troisième point d’in- 
flexion réel, et, comme il y a trois droites de cette nature, 
nous avons dit qu’il était nécessaire que le nombre des 
points réels fût 3 et que le nombre des points imaginaires 
fût 6. S'il en était autrement, au lieu de trois droites 
réelles, on aurait quatre droites réelles joignant le point 
d’inflexion réel et contenant chacune deux points d’in- 
flexion imaginaires conjugués ; or il y a une infinité de 
courbes du troisième degré pour lesquelles trois points 
d'inflexion sont réels; par exemple, la courbe dont 


Le F4 ù . : 
(2 2) désignent les coordonnées rectilignes, et qui a 


pour équation 
x — x7? 


PS 3x? + 22? 


est rencontrée par l’axe des abscisses en trois points 
d'inflexion réels, ce qui est contraire à notre hypo- 
thèse. 


970. Taéorème V.— Si, par un point M d’une courbe 
du troisième degré V, on mène trois droites qui ren- 
contrent de nouveau la courbe aux points À et B,CetD, 
E et F respectivement, les six points À, B, C, D, E, F 
seront sur une conique, toutes les fois que M sera un 
point d'inflexion de la courbe T'; et réciproquement, 
si les points À, B, C, D, E, F sont sur une conique, le 
point M sera nécessairement un point d'inflexion. 


En effet, menons par le point M une sécante qui ren- 
contre de nouveau la courbe F en M’ et M”, puis joi- 
gnons M'C, M'E qui rencontrent de nouveau la courbe 
en D'et F’respectivement. Les neuf points 


M, M, M’; AÀ,B,C,E: D’, F 


sont sur la courbe let sur la ligne du troisième degré 
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formée des droites 


MAB, M'CD', M’EF': 


d’ailleurs les points M, M, M" sont en ligne droite : donc 


les six points 
BC RUDOSE 


sont sur une conique. 
Cette conclusion subsiste quelle que soit la sécante 
MM'M/; faisons tourner celle-ci autour du point M, 





jusqu’à ce qu’elle devienne tangente à la courbe T. Les 
points M’ et M” se confondront avec M, à la limite, si 
celui-ci est un point d'inflexion; alors M'CD’ et M'EF’ 
viennent respectivement coïncider avec MCD et MEF. 
Donc les six points 


À /B°C D, EF 


sont sur une conique. 

Mais, si M n’est pas un point d’inflexion, quand la 
droite MM'M deviendra tangente à la courbe F', l’un 
des points M’, M” seulement se confondra avec M, et 
l'autre point, M’ par exemple, tendra vers une posi- 
tion limite M, ; pareillement le point F” coïncidera avec 
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F et le point D’ aura une certaine position limite D,. 
Les six points A, B,E, F, C, D, sont sur une conique; 





F 


et celle-ci ne peut contenir le point D; car autrement 
elle aurait sept points communs avec la courbe F. 


CorozLaire I. — Si, par un point M d’une courbe du 
troisième degré l', on mène des sécantes à cette courbe, 
et qu'on prenne sur chaque sécante la moyenne harmo- 
nique entre ses deux segments, les points de division 
ainsi obtenus seront en ligne droite, toutes les fois que M 
sera un point d'inflexion; et réciproquement, si le lieu 
des points harmoniques est une ligne droite, le point M 
sera un point d'inflexion de la courbeT. 


En effet, si M est un point d'inflexion et qu'on mène 
trois sécantes MAB, MCD, MEF, les points A, B, C, D, 
E, F sont sur une conique, et la polaire du point M, par 
rapport à cette conique, coupe chaque sécante en un 
point dont la distance à M est la moyenne harmonique 
des deux segments de la sécante. 

Mais, si M n’est pasun point d'inflexion et qu’on mène 
en M la tangente MM,, qui rencontre de nouveau la 
courbe en M,, et qu'on joigne M, C qui coupe de nou- 
veau la courbe en D,, les points À, B, E, F, C, D, se- 


ront sur une conique qui coupera la droite MC en un 
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point D différent de D,. La polaire du point M par rap- 
port à la conique coupe chaque sécante MAB, MEF, 
MCD’ en un point dont la distance à M est la moyenne 
harmonique des segments de la sécante, et il est évi- 
dent que la même chose ne peut pas avoir lieu à l’égard 


des segments MC, MD. 


Corozrare Il. — Les neuf points d’inflexion d’une 
courbe du troisième degré donnée sont aussi les points 
d'inflexion de toutes les courbes du troisième degré 
qui les contiennent tous. 


En effet, soit M un point d’inflexion d’une courbe du 
troisième degré T. Considérons le faisceau de quatre 
droites issues de M et qui renferment chacune deux 
nouveaux points d’inflexion. Si l’on prend, sur chaque 
rayon, la moyenne harmonique des segments, les quatre 
points de division seront en ligne droite, d’après le co- 
rollaire I, et, en raison de r:ette circons’ance, le point 
M sera point d’inflexion pour chacune des courbes du 
troisième degré que l’on peut faire passer par les neuf 
points d'inflexion de la courbe donnée. 


Corozzaire III. — Si u désigne une fonction entière 
et homogène du troisième degré de trois variables, que 
la caractéristique À représente généralement le déter- 
minant d’une telle fonction, et que À soit une constante 
quelconque donnée, on aura identiquement 


A(hu + Au) — Au + BAu, 
À et B étant des constantes. 


En effet, l’équation u — 0 représente une courbe dont 
les points d’inflexion sont aussi sur la courbe qui a pour 
équation Au — 0. Pareillement, si l’on veut avoir les 
points d’inflexion de la courbe qui a pour équation 


1u + Au = 0, 
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il faudra Joindre à cette équation 
Af}u + Au) —0; 


or, d’après le corollaire II, celle-ci représente une courbe 
qui passe par les neuf points communs aux courbes 
u — 0, Au — 0; donc son équation est de la forme 


uu+Au—o ou Au<+BAu—=o. 
On aura par suite, identiquement, 
Au + Au) — Au + BAu, 


en déterminant convenablement les constantes À et B. 

La proposition contenue dans le corollaire IT est due 
à Hesse; le corollaire I et le théorème lui-même sont 
dus à M. Chasles, et c'est M. Hart qui en a tiré le pre- 
mier les conséquences que nous venons de présenter (1). 


971. Taéorime VI. — Les coordonnées rectilignes 
de chacun des neuf points d’inflexion d’une courbe du 
troisième degré sont exprimables par des fonctions 
algébriques explicites des coefficients de l'équation de 
la courbe. 


En effet, soit 
(1) H == 0 


l'équation d’une courbe du troisième degré. Les neuf 
points d’inflexion de cette courbe sont aussi, comme on 
l’a vu, sur la courbe du troisième degré qui a pour 
équation À n.. 

AA 0; 


en sorte que, si À désigne une constante indéterminée, 





(*) Poir, à ce sujet, une Note de M. Salmon, insérée dans le 
tome XXXIX du Journal de Creile, p. 365 
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l'équation 
(2) Àu + Au —=0o 


représentera généralement toutes les courbes du troi- 
sième degré qui passent par les neuf points d’inflexion 
de la proposée. Or nous avons vu qu’on peut faire passer 
par ces neuf points quatre lignes du troisième degré 
formées chacune de trois droites ; donc il y a quatre va- 
leurs de À pour lesquelles l'équation (2) se décompose 
en facteurs linéaires. En outre, d’après le corollaire II 
du précédent théorème, on a identiquement 


A(lu + Au) = Au + BAu, 


À et B étant évidemment des fonctions entières de À du 
troisième degré. Or, si l'équation Au + Au = 0 repré- 
sente trois droites, l'équation A(Au + Au) =o ou 
Au + BAu—o représentera aussi les mêmes droites 
(n° 560); donc, dans cette hypothèse, on a 


(3) A — 1B—o{{). 


S1 l’on résout cette équation du quatrième degré en 
À, que l’on prenne pour À l’une quelconque de ces ra- 
cines et qu'ensuite on résolve l'équation (2) par rapport 
à l’une des coordonnées, on trouvera nécessairement 
que les trois valeurs de cette coordonnée sont des fonc- 
üons linéaires de la deuxième coordonnée. La décom- 
position de l'équation (2) en facteurs linéaires étant 
ainsi effectuée, on aura les équations de trois droites 
contenant chacune trois des neuf points d’inflexion de 





(*) Dans un beau Mémoire publié au tome XXXIX du Journal de 
Crelle, M. Aronhold a obtenu effectivement cette équation du quatrième 
degré en À sous une forme bien remarquable. Car les coefficients s’ex- 
priment par deux fonctions seulement des coefficients de l'équation 
de la courbe proposée, 
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la proposée, et, pour avoir les coordonnées de ces neuf 
points, il suffira de chercher successivement les solutions 
communes à l’équation (1) et à l'équation de chacune 
des trois droites, ce qui exigera seulement la résolution 
de trois équations du troisième degré à une inconnue. 
Il s'ensuit que les coordonnées des neuf points d’in- 
flexion sont exprimables par des fonctions algébriques 
explicites des coefficients de l'équation proposée. 


CorozLaire. — L'équation du neuvième degré qui a 
pour racines les abscisses des points d'inflexion d'une 
courbe du troisième degré est toujours résoluble algé- 
briquement. 


Sur un théorème de Steiner relatif aux courbes 
du troisième degré. 


572. Si u désigne une fonction homogène du degré » 
des trois variables x, y, z, l'équation 
(1) u —= 0 
représentera une courbe du degré x dont les coor- 


, L 
données seront —» E, 


Z Z 


L’équation de la tangente en un point (x, y, z) de la 
courbe (1) est 


X hp LÉ A NL EMere 
2 Side FA AFS PR 


si l’on ajoute le terme 


Z z\ du 
7%) de’ 


qui est identiquement nul, la précédente équation pren- 
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dra la forme 
du du du 


2 — NE ni 
+ Aer aol 
à cause de 
du DL du + u 
Es SENTE 7 EU — 0. 
dr LU dy ds + 


Si les quantités X, Y, Z se rapportent à un point 
donné M, l'équation (2) représentera une courbe du 
degré n — 1, et cette courbe coupera la proposée en 
n(n—:1) points. Il s'ensuit que, par le point donné M, 
on peut mener en général 7(n—1) tangentes à la 
courbe (1). 

Dans le cas de 7 — 2, l'équation (2) représente une 
ligne droite qui est la polaire du point M par rapport à 
la conique (1); cette équation (2) ne change pas quand 
on remplace X, Ÿ, Z par x, y, z, et inversement. En 
effet, si l’on pose, comme au n° 558, 


du du du 
— ZE U ne. = Ÿ/) ts VOTE 
dx? 1:12 dy? 2529 dz? 3:39 
du du du 

— Ua,39 — 


dyd drds "9 LOT el 


on aura, dans le cas de n = 2, 


du 

Te = LUih + data s + ZUi,3 
du a 

FR —= Llg,] + VU,s + ZUo,3s 
du 


et, comme les quantités u,,1, Wy,», .. sont ici des con- 
stantes, il suffit de substituer les expressions précédentes 
dans l'équation (2), pour justifier notre assertion. 
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973. Considérons maintenant le cas de n — 3; l’équa- 
tion (2) représentera une conique qui déterminera sur 
la courbe proposée les points de contact des six tan- 
gentes qu'on peut lui mener par le point donné. Pour 
abréger, je représenterai cette équation (2) par 


V0; 


et le centre de la conique sera déterminé par les équa- 


tions 
dv dv 


eo 0! 
dx É dy 
après cela, si l’on veut avoir la condition pour que 
D'après cela, si l’on veut avoir la condition pour q 

la conique (2) se réduise au système de deux droites, il 

suffira d'exprimer que les trois équations précédentes 

sont satisfaites par les mêmes valeurs de x et de y. Or 
* , . , . * dv 

les dernières équations réduisent = 0 à 5 = 0 donc 
az 

la condition demandée s’obtiendra en éliminant x et y 

entre les trois équations du premier degré 
dv de dv 


nl AE US AE 


Ces équations se déduisent de l'équation (2)en rempla- 


du fu 
çant dans celle-ci u par — —; successivement; donc, 


du 
dx dy ? de 
d’après ce qui a été dit plus haut, elles ne changeront 
pas si l’on y remplace X, Y, Z par x, y, z, et inverse- 
ment. On pourra ainsi leur donner cette forme : 


TÜia IN Us + 2015 —0; 
(3) TU: + Us,s + 2U,3 —0; 
LU, + Use + 2U3,s = 0, 


en représentant par Ü, U,,,, U,,2, .. ce que deviennent 
U,Uj,1y U4,2 + quand on écrit X, Y, Z au lieu de x, y,z 
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Maintenant l'élimination de x et de y entre les équa- 
tions (3) donne 


(4) AU — 0, 
AU étant le déterminant de UÜ; on a ainsi ce théorème : 


Taiornëme I. — Soient u une fonction entière et homo- 
gène du troisième degré des variables x, y, z, et Au 
le déterminant de u. Soient aussi U et AU ce que de- 
viennent u et Au quand on écrit X, YŸ, Z au lieu de 
x, Y, z. Pour que les points de contact des six tangentes 
mences à la courbe u = o par le point (X, Y, Z) soient 


situés sur deux droites, il faut et il suffit que l'on ait 


AU = 0. 


Et il en résulte cette conséquence importante ; 


CorozLaire. — Par un point d'inflexion d'une 
courbe du troisième degré on peut mener à cette courbe 
trois tangentes indépendamment de celle qui touche la 
courbe au point d'inflexion, et les points de contact de la 
courbe avec ces trois tangentes sont en ligne droite. 


574. Les considérations qui précèdent nous permet- 
tent d'établir le théorème suivant, que Steiner a publié 
sans démonstration dans le tome XI du Journal de Ma- 
thématiques pures et appliquées. 


Taéorbue Il. — Une cour bé du troisième degré con- 
tient en général 27 points en chacun desquels elle peut 
avoir un contact du cinquième ordre avec une conique. 
L'équation du vingt-septième degré qui détermine ces 
27 points est toujours r'ésoluble algébriquement. 

En effet, soit P un point de la courbe donnée; me- 


nons PM tangente à la courbe en P, et rencontrant de 
nouveau celle-ci en M. Menons enfin, par le point M, 





(PA 
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trois sécantes qui rencontrent la courbe aux points A. 
et B, Cet D, Eet F respectivement. 





Si le point M est un point d’inflexion, les six points 
À, B, CG, D, E, F seront sur une conique (n° 570), et si 
l'on fait varier ces sécantes de manière qu’elles tendent 
toutes les trois vers la limite MP, la conique variera, 
et, à la limite, elle aura, avec la courbe donnée, six points 
communs confondus en un seul; 1l y aura donc en P 
contact du cinquième ordre. 

Mais, si le point M n’est pas un point d'inflexion, la 
conique déterminée par les cinq points B, C, D, E, Fne 
passera pas par le point À, quelque voisine de MP que 
soit MAB, et elle coupera la courbe donnée en un 
sixième point À’; donc, quand on arrivera à la limite, 
la conique deviendra osculatrice en P à la courbe don- 
née, comme dans le premier cas; mais elle coupera celle- 
ci en un nouveau point, et elle aura seulement avec elle 
un contact du quatrième ordre. 

Il résulte de là que les points P, qui possèdent la pro- 
priété contenue dans l’énoncé du théorème, sont les 
points de contact des tangentes menées à la courbe don- 
née par ses divers points d'inflexion; et puisque, par 
chaque point d’inflexion, on peut mener trois tangentes, 
le nombre total des points P est 3 X 9 ou 27. 

Enfin, les coordonnées des points d’inflexion sont 

S, — Alg. sup., WU, 0 
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exprimables par des fonctions algébriques explicites des 
coefficients de l'équation qui représente la courbe don- 
née; en outre, la détermination des trois points P qui 
répondent au même point M dépend seulement d’une 
équation du troisième degré. Donc l'équation du vingt- 
septième degré, dont dépend larecherche des 27 pointsP, 
est toujours résoluble algébriquement. 


Propriete de l'équation du neuvième degré qui a pour 
racines les abscisses des points d'inflexion d'une 


courbe du troisième degré. 


010. SOI 


(3) À ÉPEE pe 


\ 
l'équation d'une courbe du troisième degré centre les 


: 4 DCE à 
coordonnées rectilignes - et —; nous avons vu que les 


Z Z 


points d’inflexion de cette courbe sont sur une seconde 
courbe du troisième degré, 


(2) Au = O. 


Si l’on élimine y entre les équations (1)et (2), on obtient 
une équation 


(3) pa 0: 
homogène par rapport à æ et z ct du neuvième degré. 


at Là | Ÿ A , | 
Cette équation, dont les racines - représentent les ab- 
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scisses des points d’inflexion, est toujours résoluble al- 
gébriquement, comme nous l'avons démontré plus haut. 
Mais il existe, entre les racines de l’équation (3), des 
relations remarquables que nous allons faire connaître, 
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d’après Hesse, et desquelles ce géomètre a déduit la 
résolubilité par radicaux de l'équation (3). 


Remarquons d’abord que la valeur de 4 correspondant 
Z 


à chaque racine — de l'équation (3) peut s'exprimer en 


ù | à 


fonction rationnelle de 


| 


et des quantités connues de 


l'équation (1). Cela résulte immédiatement de la mé- 
thode que nous avons exposée au n° 73 pour la résolu- 
tion de deux équations simultanées. D’après cela, les 
coordonnées de chaque point d’inflexion de la courbe 
proposée doivent satisfaire à une même équation de la 
forme 


(4) T — (2); 


Z 


où F désigne une fonction rationnelle. 
L : Fa e : 
Soient maintenant =, ?° et “!, ?! les coordonnées de 
deux points d’inflexion de la courbe (1); la droite qui 


passe par ces deux points aura pour équation 


TL ! Lo 1& Jo 

Z 29 3 Z9 

= me — © 

x Ti wi va 

7 2, Z Z4 
21 


En désignant par — À la valeur commune des deux 
Zo 


membres, 1l vient 
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on peut disposer de z de manière que l’on ait z=z0+À 24, 
et l’on voit alors que notre droite pourra être repré- 
sentée par les trois équations suivantes : 


(5) Li Te LL Y — Yo + ÀY1, 2 = 29 + 14. 


Au moyen de ces équations, on obtiendra tous les points 
de la droite en donnant à À toutes les valeurs possibles. 

Or, d’après le théôrème de Maclaurin démontré au 

n° 966, celte droite coupe la courbe (1) en un troisième 

point d’inflexion ; pour avoir la valeur de À qui convient à 

ce troisième point, il suffit de porter dans l'équation (1) 

les valeurs de x, y, z tirées des équations (5), et de 

résoudre ensuite l’équation obtenue ainsi, par rapport 

à À. Par cette subétitution il vient 


, du du AUNE 
ea [a (a) en (gt a (2) 
dx dy }: dz}; 


les indices o et 1 indiquant que, dans les expressions qui 





(6). 
| 


en sont affectées, on doit mettre æ6, Yo; Zo OÙ Zi, V4 Z 
à la place de x, y, z. En effet, 1l résulte immédiatement 
de la formule de Taylor qu'après la substitution les 
deux premiers termes de u sont 


RER du dun du Mar: die 
(&)o + À] 2 HER 1 dr); 72e 


et il est évident que les deux derniers termes doivent se 


déduire de ces deux-ci, en changeant %6, Yo; Zo; Æ1; 


I I I 
Pis Za EN À; ÀY; À 21; 0) TELE TT 


Si l’on supprime les termes (uw), et (u), qui sont 
nuls, l'équation (6), divisée par À, donne la valeur sui- 


(re 





72 jee “ ; SV 2, FRS Due AA" | Aù 
A AT L'ON - 
dr , L] 4 1 : 
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du ‘du du 
af) tn (a) tar) 

du du ( du\ ? 
To (Se). HT 0 (A) —- Z9 &) 


qui convient au troisième point d’inflexion. Si l’on dé- 


vante de À : 








(7) 1= — 


LI TL S 2 . 
signe par —» 2: les coordonnées de ce point, et qu'on 


porte la valeur de À, que nous venons de trouver, dans 
les équations (5), on aura 





du du "h 
dy LS dz : ED Let Qi KO 4 








du du AUNE «ue du (É 
ILES HN MES RASE FAN DCE TA EM De AUS AA EE 
dx ro) F ARE af Creme PAPE 


Considérons, en particulier, la première de ces équa- 
tions : le second membre ne change pas quand on 
change x, Yo» Zo EN Xi, Vas Z1, et réciproquement; 
en divisant le numérateur et le dénominateur de ce se- 
cond membre par z° z°,1l prend la forme 


f désignant une fonction rationnelle qui ne change pas 
quand on transpose les indices o et 1. Or, d’après l’équa- 
tion (4),ona 


2=r(®), Z=r(t), 


Z1 \ 31 


F désignant une fonction rationnelle. Donc la valeur 
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T , . . 
dei peut se réduire à la forme suivante : 


Ze 
Lo Lg À: 
== 0 Ft à) 9 


8 désignant une fonction rationnelle et symétrique des 
deux quantités qu’elle renferme. Il cst évident que 
l'équation précédente ne cessera pas d’être exacte si 
l’on exécute une substitution sur les indices 0, 1, 2; car 
on serait arrivé directement aux équations qu’on obtient 
par les substitutions, en partant du premier point d’in- 
flexion et du troisième, ou du deuxième et du troisième, 
au lieu de partir du premier et du deuxième. Donc les 
abscisses _ _ . de trois points d’inflexion en ligne 
0 al 2 


droite satisfont aux trois relations 


To ONE “a UE Lo Lo TE 
mo (2, 41 Hs (2, =), = 0 (2, El à 
Zo Ze Z: La 20 23 PIRE 
où 8, nous le répétons, désigne une fonction rationnelle 


et symétrique. De cette propriété résulte, comme on 
va le voir, la résolubilité de l’équation (3). 


Sur la resolution alzébrique d'une classe d'équations 
S q q 
du neuvième degré. 


576. Il était intéressant de chercher à rattacher la 
question particulière dont nous venons de nous occuper 
à une théorie plus générale; c’est ce qu’a fait très-heu- 
reusement Hesse en établissant le théorème suivant : 


THéorRÈME. — Soient 
(a) x (4 = 0 


une équation du neuvième degré et 0 une fonction ra- 


Le | 
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tionnelle et symétrique donnée de deux variables. Si 
l'équation proposée a cette propriété, que deux racines 
quelconques x;et x, fournissent une troisième racine x,, 
de telle sorte qu'on ait en méme temps 


en nn —0 (Sr, etre pere ee), 


cette équation sera résoluble algébriquement. 


On voit que l'équation qui a pour racines les abscisses 
des points d’inflexion d’une courbe du troisième degré 
a la propriété dont 1l s’agit ici. 

Hesse nomme racines conjuguées trois racines de 
l'équation (1) qui satisfont aux relations (2). Il est évi- 
dent que chaque racine fait partie de quatre combinai- 
sons de trois racines conjuguées ; par suite, en comptant 
quatre combinaisons pour chaque racine, on aurait 49 
ou trente-six combinaisons; mais, chacune de ces com- 
binaisons se trouvant répétée trois fois, on voit qu'il 
n'y a que douze combinaisons distinctes de racines con- 
juguées. Et, comme le nombre total des combinaisons 
de trois racines est 84, il y a soixante-douze combinai- 
sons de trois racines non conjuguées. 

Considérons l’un quelconque des quatre groupes de 
racines conjuguées, et désignons-le par 


LyXr Lys Ly EN Lyts Lyll ANN Tulle 


On peut supposerque x,, x, x,nne soient point conju- 
guées, et, par suite, on pourra les considérer comme trois 
racines quelconques non conjuguées. Alors, comme rien 
ne distingue entre eux les indices X etu, et’, Wet x”, 
on aura ces trois combinaisons de racines conjuguées, 


SRE au An 20 en RTE US 


les six autres combinaisons «2 racines conjuguées sont 


A À, 
= 

Fe 

es” 

Ÿ 
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alors nécessairement 


Ty Cut Lulls Lu Dpt Las Lu La Dpt 


A DU Lys VIN A Lols A AY lle 


On voit que les neuf racines sont exprimables en fonc- 
tion rationnelle de trois racines non conjuguées quel- 
conques x, Xy, X,n; On a effectivement 


yes Li 0 (x, : x), Ty — 0 [9 (ren, Tyrils 6 (. 


19 


= À", LU 0 (ES so Lx! ik Ty LE [9 (x, Ty) 


Cela posé, désignons par « une constante indéter- 
minée, et formons la fonction symétrique suivante de 
trois racines conjuguées quelconques x,, æ,, x, du troï- 
sième degré par rapport à æ, savoir : 


(4) ar s(e-t)(a Lie) Kéiers rarh 


en remplaçant x,, x, x, par chacune des douze combi- 
naisons de racines conjuguées, on obtiendra les douze 
valeurs distinctes de la fonction y, 
»As8 
Formons ensuite la fonction symétrique suivante : 


(5) ei (6 mn .U (6 md RUE *# (6 — Vu, 0 gt)» 


qui est du troisième degré par rapport à l’indétermi- 
née 6. Soient z4, z1, Ze, z, les quatre valeurs que prend z 
quand on y met successivement, pour ÿ,,1,us Ju 
Far ws les quatre groupes de valeurs qui conviennent à 
ces quantités. Formons enfin l’équation du quatrième 


degré 
(6) 2* + A1 2 + A,27? H A,z + À, —=0, 


qui a pour racines Zo, Z1 Z2, Zac 


h 8 

Ty = LT ft, Lhts== 0 (as, d'y dE Ty — 0 [9 ( Lx te y] (r, . x,n)], 
| ( 
] \ 


A A SE ES EN ete 2 SRE TRUE AAty | 5 


. >= 


» 
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Je dis que les coefficients de l'équation (6) sont expri- 
mables rationnellement en fonction des quantités con- 
nues de l'équation {r) et de la fonction 9. En effet, on a 


ee 
(7) | Va, W, pu De (a = æh) (a RS xyt) (æ or ul, 


Jul, pl = (« TS x,n) (a — dr) (æ Et Lun) . 


en portant ces valeurs dans la formule (5) et en se scr- 
vant des formules (4), on aura la valeur de z exprimée 
en fonction rationnelle de trois racines non conjuguées 
RER LI SAVOIT 


(8) Hs ps x), 


et cette fonction Ÿ sera symétrique par rapport à x,, xy, 
x; Car il est aisé de voir, d’après les formules (3), qu’en 
permutant ces trois racines les quantités y,,,,,, Yyarws 
Var, wr Ne font que se changer les unes dans les autres, 
ce qui ne change pas la valeur de =. 

Élevons le second membre de l'équation (8) à une 
puissance entière quelconque de degré m; désignons par 


[/4 
Ÿ its Ty, ut) 


la somme des termes qu’on déduit de d{x,, x, x)" en 
prenant successivement pour x,, Æy, X,n les soixante- 
douze combinaisons de trois racines non conjuguées; par 


es Hé 
Ÿ ÿ LL; ar Fe Te 


la somme des termes qu’on déduit de d{x,, xy, &,r)" en 
prenant successivement pour æ,, Xy, Lun les douze com- 
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binaisons de racines conjuguées ; enfin par 


Ÿ Fen Lt, Tu} 


la somme de tousles termes qu'on déduitded(x,, x, «,n" 
en prenant pour #,, Xy, X,n toutes les quatre-vingt-quatre 
combinaisons de trois racines. On aura 


L/4 s L 
(9) Ÿ sas es au + parano er 
éd és PA | 


Le second membre de cette formule (9) est une fonc- 
tion rationnelle et symétrique de toutes les racines, 
et l’on peut, par conséquent, l’exprimer en fonction 
rationnelle des quantités connues. Il en est de même de 


! 
Ÿ Dix, x7, a&un)sén effet, XL, Lin étan tds aeEes 
sm 
conjuguées, On à 
Ÿ RE Lys x,n)" = Ur, xls 9 Fes Æa)|" —— D (er, LUS 0 ( Ta, Xyn) 1 


D ATEN (xs, k) js 


! 
) À]! M 2 m 
7 (22 CAR Zn) 


est égale au üers de la somme des trente-six valeurs que 


d’où il suit que 


prend 
Ÿ LT Lyty 0 { Lys Ty! |] je 


quand on prend pour x,, x, les trente-six combinai- 
sons de deux racines. En désignant cette somme par le 


signe D on a 


! 
(10) Ÿ Ÿ Ge. Ty, Lytt }" — : V'y Fe Ty! 0 (a CHATS 


te) 
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el, par suite, 


| > PT tr) e 
RTE 
| er D Fu Ti, En " — > Ÿ [Tes Ty, 0 (xs ay) ]7, 


7 
ce qui montre que V(X Æy, Xw) est une fonction 


rationnelle et symétrique de toutes les racines ; on peut 
donc l’exprimer, en fonction rationnelle des quantités 
connues. Si maintenant on remarque qu'aux soixante- 
douze combinaisons de racines non conjuguées répon- 
dent seulement quatre valeurs de la fonction z”*, savoir : 
7m Mn 


Must 7,2", et que chacune de ces valeurs revicnt 
dix-huit fois, on verra que l’on a 


L/4 
! 
(12) 7 er 2 — 18 Ÿ Ÿ LEE He Cu. 


En donnant au nombre m les valeurs 1, 2, 3, 4, on ob- 
tiendra, par la formule (12), les sommes de puissances 
semblables des racines de l’équation (6) qui sont néces- 
saire pour calculer les coefficients A,, A:, A:, À, ; on 
voit que ces coefficients se trouvent ainsi exprimés en 
fonction rationnelle des quantités connues. 

Voici maintenant comment on obt'endra les racines 
de l'équation (1). On cherchera une racine quelconque 
de l’équation (6). Cette racine sera, d’après ce qui pré- 
cède, une fonction entière et du troisième degré de 
l’indéterminée 6 ; en égalant à zéro cette racine, on aura 
une équation du troisième degré en 6 dont les racines 
seront les trois quantités qui forment l’un des quatre 
groupes dans lesquels se partagent les douze quanñ- 
tités Y, 1,1 En égalant à zéro une de ces nouvelles racines, 


Pa 


on aura une te du troisième de par FR rer 
l'indéterminée +; les trois valeurs de # racines de cette. ie Aer 
équation seront trois racines conjuguées de l'équa- g 
tion {1). Pour avoir toutes les racines de l’ équation (1), 

il suffit d'opérer de la même manière avec chacune des” 


racines de l’ FAANOE (6). 
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CHAPITRE V. 


SUR LES ÉQUATIONS RÉSOLUBLES ALGÉBRIQUEMENT. 


liecherches de Galois. Theorèmes gencraux. 


911. L'analyse que nous ne développée dans les 
deux Chapitres précédents nous a conduit à la résolu- 
tion algébrique de certaines classes d'équations. Mais 
ces équations si remarquables sont-elles les seules qui 
soient susceptibles d’une telle résolution? Quelles sont, 
en d’autres termes, les équations résolubles? Telle est 
la question qui vient se poser naturellement et à laquelle 
Abel et Galois ont les premiers attaché leur nom. 

Je me propose d'exposer ici la théorie contenue dans 
le Mémoire de Galois intitulé : Sur les conditions de 
résolubilité des équations par radicaux: ce Mémoire 
a été publié pour la première fois en 1846, dans le 
tome XI du Journal de Mathématiques pures et appli- 
quées, quinze ans après la mort de l’illustre auteur. J’ai 
suivi l’ordre des propositions que Galois avait adopté, 
mais J'ai dû le plus souvent suppléer à l’insuffisance 
des démonstrations. 

Nous avons défini avec précision (n° 100 et 327) le 
sens qu’on doit attacher, dans chaque cas, aux déno- 
minations de diviseur rationnel d'une fonction entière, 
et généralement de quantité rationnelle, ainsi qu’à celles 
de fonction irréductible et d’équation irréductible. 
Nous avons dit aussi qu’une équation irréductible donnée 
peut devenir réductible, lorsque l’on admet à figurer, 
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parmi les quantités connues, certaines quantités qu: 
n'étaient pas d’abord regardées comme telles. 

En général, quand nous conviendrons de regarder 
comme connue une certaine irrationnelle, par exemple 
une racine d’une fonction rationnelle des quantités 
connues, nous dirons avec Galois que nous adjoignons 
cette quantité à l'équation proposée. En d’autres termes, 
la quantité dont 1l s’agit sera dite adjointe à l'équation. 
Alors une quantité sera rationnelle, si elle peut s’expri- 
mer par une fonction rationnelle des quantités primiti- 
vement connues et des quantités adjointes. Ainsi l’équa- 


tion 
LE ro +— 4 x? — Ârx+1Z=0, 


dont dépend la division du cercle en quinze parties 
égales, est actuellement irréductible, parce que les 
quantités regardées comme connues sont 1c1 les seuls 
nombres rationnels; mais elle deviendra réductible, si 
on lui adjoint une racine de l’équation 


RS a à 


2 


c’est-à-dire si on lui adjoint le radical V5 ; effectivement 
son premier membre est le produit des deux facteurs 


lesquels sont rationnels, après l’adjonction dont il vient 
d’être question. 

Les recherches de Galois reposent sur les proposi- 
tions démontrées aux n° 902 et 504, qui acquièrent 
ainsi une importance considérable, et sur les propriétés 
des systèmes de substitutions conjuguées. Galoïs em- 


ORPI ET LE à x 
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ploie la considération des groupes de permutations don: 
nous avons parlé aux n°% 442 et 443, mais il nous a paru 
préférable de nous en tenir aux substitutions. Au reste, 
ce n’est là qu'un simple changement dans la forme des 
énoncés des théorèmes, car 1l n'y a lieu de considérer 
les permutations qu’au point de vue des substitutions 
par lesquels on passe des unes aux autres. 


518. Tuiorëue 1. — Soit 


(1) RE Dee A 


\ 


une équation de degre n dont des n raci, 
(2) DRE CE RIRE RO 


sont inégales. Il existe toujours un système de substi- 
tutions conjuguces G jowussant de la double propriete 
suivante : 

1° Que toute fonction rationnelle des racines dont la 
valeur numérique est invariable par les substitutions 
de G soit exprimable en fonction rationnelle des 
quantités connues ; 

2° Réeciproquement, que toute fonction rationnelle 
des racines, exprimable rationnellement par les quan- 
titles connues, conserve la méme valeur numerique 
quand on lui applique toutes les substitutions de G. 


Il est bien entendu que, dans cet énoncé, nous com- 
prenons parmi les quantités connues celles qui ont pu 
être adjointes à l’équation. 

Soit V une fonction rationnelle des racines ( 2) telle, 
que les 

DT Ne 


fonctions qu’on en déduit, par les substitutions, aient 
des valeurs numériques inégales ; par exemple, on pourra 
faire 


'p Gp Lo + M Li ir: à: Ci ln 19 
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os Xy5-.. An_1 étant des nombres entiers convenable- 
ment choisis. Soient encore 


SV) > AU | 
l'équation du degré N qui a pour racines les N valeurs 
de V, et F(V) un diviseur irréductible, d’un certain 
degré v, du polynôme #(V). Désignons enfin les y ra- 
cines de l'équation 


(3) EYE '0 
P°: 
(4) Vos Ne Ve ONE Nyète 


D'après le théorème du n° 504, les z racines x de l’é- 
quation (1) pourront être représentées par l’une quel- 
conque des lignes horizontales du tableau 


(ati Ja (Vo}ut (Vol tbies ON 
! Yo Vi); HV Vi) Men 


Y(V}), di(V), ... étant des fonctions rationnelles de V 
et des quantités connues. Le tableau (5) renferme ainsi 
y permutations des racines x, et nous avons démontré 
au n° 90 que ces permutations forment un groupe, 
c’est-à-dire que les substitutions 


(6) 1; S1 92» AE Le Sy19 


par lesquelles on obtient les » permutations (5) au 
moyen de la première d’entre elles, constituent un sys- 
ième conjugué G. Je dis que ce système G jouit de la 
double propriété énoncée. 

En effet, désignons par Q une fonction rationnelle 


+ UE enr 
Li s F D AA 2” 


LE. 
M L'UER 
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des racines (2) et posons 


Q— #[ Yo( Vo); D Vo); «++, Ÿn1(Vo)], 


Q sera une fonction rationnelle de V,, et l’on pourra 
écrire 


(7) DEV 


Ÿ étant une fonction rationnelle. 

Cela posé, supposons d’abord que la valeur numé- 
rique de © ne soit pas changée par les substitutions(6) 
du système G ; comme ces substitutions peuvent s’effec- 
tuer en remplaçant successivement V, par chacune des 
valeurs (4), on aura 


HE GA 'rS REV) ee Net ls 


et, par suite, 
n— = [Y(Vo) +Y(Vi) +. + VV, )]; 


le second membre de cette formule est une fonction sy- 
métrique des racines de l’équation (3); donc Q est ex- 
primable en fonction rationnelle des quantités connues. 

Pour démontrer la réciproque, supposons que Q soit 
exprimable en fonction rationnelle des quantités con- 
nues. Alors, d’après la formule (7), V, sera l’une des 
racines de l’équation 


(2) — Q —=O; 


mais, comme V, est racine de l'équation (3) que nous 


supposons irréductible, toutes les racines de cette équa- 
tion (3) doivent satisfaire à l'équation précédente, et 
l’on a en conséquence 


NE PV) SN 


la valeur numérique de © est donc invariable par les 
S. — Alg. sup., IL 41 
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substitutions de G, ce qui achève la démonstration du 
théorème énoncé. 

Pour abréger le discours, je donnerai le nom de fonc- 
tion résolvante à la fonction V, et l’équation irréduc- 
tible (3) sera dite équation résolvante. 


979. Taéorëme Il. — J'oute substitution qui jouit de 
la doublé proprièté mentionnée dans l'énoncé du pré- 
cédent théorème appartient au système conjugué dont 
ce théorème établit l'existence. 


Conservons toutes les notations dont nous avons fait 
usage dans la démonstration du théorème I, et désignons 
par X une fonction des n racines xo, X1,..., Æn-1 qui 
prenne par les substitutions les N=1:1.2.3...n va- 
leurs | 


Xo, X:, X») ….. DEL 
numériquement distinctes. Soient aussi 


Xo, X:; X>, CHOSQN) Xe: 


les v valeurs que prend X quand on lui applique les y 
subsüututions de G, et posons 


n (xx) (Rx) 7 (RS 


X désignant ici une indéterminée. La valeur de la fonc- 
tion Q est invariable par les substitutions de G; elle 
est donc exprimable rationnellement en fonction des 
quantités connues, d’après le théorème I. D'ailleurs, il 
est évident que la valeur de Q changera si l’on applique 
à cette fonction une substitution T non comprise dans 
le système G; donc la substitution T n'a pas les pro- 
priétés des substitutions de G qui font l’objet du théo- 
rème I. 

Ainsi les substitutions de G jouissent, à l’égard de 
l'équation proposée, d’une propriété qui leur appartient 
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exclusivement; je nommerai ce système le système con- 
jugué propre à l'équation (*). 


5SO. Tuéonème III. — Soit G le système conjugué 
propre à une équation donnee de degré n 


(1) f(x) =, 


à laguelle plusieurs irrationnelles peuvent avoir été ad- 
jointes. Si l’on adjoint à cette équation une racine 7 
d'une équation auxiliaire irreductible de degré m 


(2) HUE) 


dont les coefficients sont rationnellement connus, et 
qu'après cette adjonction le système conjugué T propre 
à l'équation (1) ne renferme qu'une partie des substitu- 
tions de G, auquel cas l’ordre de T sera un sous-mul- 
tiple de l’ordre de G, les m = pq racines de l'équation 
(2) se partageront en un certain nombre p de groupes 
composés chacun de q racines, savoir : 


(1) (21 (aq 1) 
AP Ve RM DS 2e VAE 

(1 (2) (4 —1) 
215 LEE Z15 213 a ’ 
. ... .. .... 

(1) 9) (A) 
Zp—1 Zp—1 2h49 ses 2,1 , 


de telle manière que si l’on adjoint à l'équation pro- 
, e ? A 
posée une quelconque des racines d’un méme groupe, 


#2 (11) 


FRS PEN SERRE PA ENT TONNE, 


le système conjugué l'; propre à l'équation proposée sera 





(*) Galois fait intervenir un groupe de permutations correspondant 
au système conjugué dont il est ici question, et il lappelle le groupe 
de l'équation. 
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le méme, quelle que soit la racine adjointe. En outre, 
les p systèmes conjugués 


Lè Fi, lo, CRD L'p—19 


qui deviennent propres à l’équation quand on adjoint 
respectivement une racine des groupes successifs, seront 
semblables entre eux, en sorte que chacun de ces sys- 
tèmes pourra se déduire du premier, en exécutant une 
méme substitution dans les cycles qui composent les 
diverses substitutions de celui-ci. Il est évident que 
chaque groupe se réduit à une seule racine si m est 
premier. 


Désignons toujours par V la fonction résolvante et par 
(3 | F ( V ) et 


l'équation irréductible de degré » que nous avons nom- 
mée équation résolvante ; soient aussi 


Vos Vi, Vos ne r7 Vi 


les v racines de l’équation (3). 

Si, après l’adjonction d’une racine z, de l’équation (2), 
l'équation (3) reste irréductible, il est clair que G de- 
meurera le système conjugué propre à l’équation (1). 
Mais il n’en sera plus ainsi si l’équation (3) se réduit ; 
c’est le cas que nous avons à examiner. 

Soient A(V, z6) l’un des facteurs irréductiblés de F(V) 
et y. le degré de ce facteur ; on peut supposer que, dans 
le polynôme ?, le coefficient de la plus haute puissance 
de V soit l’unité et que les autres coefficients soient des 
fonctions entières de la racine z,. Cela posé, z étant re- 
gardée comme une indéterminée, effectuons la division 
des polynômes F(V), A(V, z) et désignons par A (V, z), 


O(V,z) le quotient et le reste de cette division; on 


TTC ce «à 


À 


Cor , 
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aura 
F(V)=2{(V,z)A(V,z) +@(V, z), 
et, d’après notre hypothèse, on a identiquement 
O(Vi20) = 05 


car le polynôme O{V, z) est au plus du degré — ren 
V,et la précédente équation est satisfaite par chacune 
des p racines V de l’équation 


AVE 0. 


Ainsi, dans le polynôme O(V, z), les coefficients des 

diverses puissances de V doivent s’annuler pour z — 2; 

par conséquent, ces coefficients s’annuleront aussi si 

l’on y remplace z par une quelconque des racines de l’é- 

quation (2), puisque celle-ci est supposée irréductible. 
D'après cela, si l’on représente par 


Zo Zi Z99 4019 Z ya —1 


lcs m racines de l'équation (2), le polynôme F(V) sera 
divisible par chacune des fonctions 


AQU AN ON A AE TR EN AO D PE TER 


Le produit de ces fonctions est une fonction entière de 
V dans laquelle les coefficients sont des fonctions Sy- 


métriques des racines z; donc ce produit, que nous re- 


présenterons par IL{V), est exprimable rationnellement 
par les quantités connues. 
Les racines de l'équation 


HAE 
appartiennent toutes à l'équation (3), et, puisque celle-ci 


est actuellement irréductible, le polynôme IT (V ) est di- 
visible par F(V). Soit g l'exposant de la plus haute puis- 
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sance de F(V) qui divise exactement IT(V) et posons 
H(V)=[F(V) m(V), 


il est évident que IT, (V) doit se réduire à une constante, 
ou, si l’on veut, à l’unité, puisque, dans nos polynômes, 
le coefficient du terme le plus élevé est égal à r. En effet, 
si le contraire avait lieu, l'équation 


LE 0 


n'ayant que des racines appartenant à l’équation (3), 
IT, (V) serait divisible par F(V), et l’exposant q ne sa- 
üsferait pas à la condition qui lui a été imposée. Ainsi 
l’on a 

n(V)=[F(V)} 
ou 
(4) FN) 1 = AV; 20) (VAN 2 en 


D'après notre hypothèse, le polynôme À(V, x) est 
irréductible, c’est-à-dire qu'il n’admet aucun diviseur 
de degré inférieur au sien, dans lequel les coefficients 
seraient des fonctions rationnelles des quantités connues 
et de la racine adjointe de z,. Je dis que le polynôme 
À(V, z;) a lui-même la propriété de n’admettre aucun 
diviseur dans lequel les coefficients des puissances de V 
seraient des fonctions rationnelles des quantités connues 


et de la racine z;. En effet, supposons qu’un tel diviseur . 


existe et désignons-le par £{V, z;) ; effectuons la division 
de ÀA(V, z) par {(V, z), jusqu’à ce qu'on parvienne à un 
reste d’un degré inférieur à celui de {(V, z) relative- 
ment à V; nommons Q{V, z)et R(V, z) le quotientet 
Le reste de cette division. On aura 


À(V,z) =&(V, z)Q(V, 3) R(V; 2); 


et, puisque R (V, z) est nul pour z= :;, on en conclura, 
par un raisonnement dont nous avons fait usage plus 
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haut, que le même reste est nul, quelle que soit celle des 
racines de l'équation (2) que l’on substitue à z; on aura 


en particulier 
R(V, z) = O, 


ce qui exprime que À(V, z) admet le diviseur € (V, 2). 
Cette conclusion est contraire à l'hypothèse, et, par 
conséquent, notre assertion se trouve justifiée. 

Les racines de l’équation (3) sont toutes exprimables 
en fonction rationnelle de l’une quelconque d’entre elles. 
Cela étant rappelé, considérons les deux équations 


(5) A(V,z)—o, À(V, z;)—0, 


et désignons par V, et 8(V,;) deux racines de la pre- 
mière, 4 étant une fonction rationnelle. Je dis que, si 
V: est une racine de la deuxième équation (5), 8(V:;) 
sera également racine de la même équation. En effet, 


on a 
AN NEO AO NA El" 0: 


en d’autres termes, l'équation 
A[0(V),z;]—=0 


est satisfaite quand on remplace V par la racine V, de 
l'équation 
AVE 21103 

elle admettra donc toutes les racines de cette dernière, 
car celle-c1 n’a aucun diviseur dont les coefficients sont 
fonctions rationnelles de z;, ainsi que nous venons de le 
démontrer. Si l’on suppose, comme cela est permis, que 
4 (V) soit une fonction entière, on peut dire que le po- 
lynôme 1[8(V), z;]est divisible par A(V, z;), ou que le 


reste de la division du polynôme 


[9 (V), z] 


— «7 “nt 1 ILE C'SPEPE " DT PR Del NT A aûr "ce See 
' ”, ge * ! PA, ae Li ' Le Air 4 16 nr ÉTAMEG med ER 
(e Û : nl due Nr RL du gr PURE IT SES ‘VAS 


CS: 
Fa 
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par À(V, z) est identiquement nul pour z= z;. Alors, 
par le raisonnement déjà employé deux fois dans cette 
démonstration, on conclura qué le même reste est nul 
aussi pour z — z;, c’est-à-dire que À[9(V), z;]est divi- 
sible par À(V, z;); par suite l'égalité 


A Ve, z;) 0 
entraînera 


ce qui exprime que 8(V;) est racine de la deuxième équa- 
uon (5). Nous concluons de là que, si les équations (5) 
ont une racine commune, elles ont toutes leurs racines 
communes. 

Cette analyse établit que, dans le second membre de 
la formule {4), chacun des facteurs inégaux se trouve 
répété q fois. En employant deux indices pour repré- 
senter les mn racines z, on aura 


(V, 201 AN 2) AY: z%) ant 2971)) 
A(V, 1) AV, 20) NP) MES 
A(V, Ze) VS 2 1 ee és) Sa SANS Ps 


et, en extrayant la racine g'°"° des deux membres de la 
formule (4), on aura 


(6) F(V)= AV, 20) AV, z1)ee (Vs 2p) 


car, dans les polynômes F et À, on peut supposer les 
coefficients des premiers termes réduits à l’unité. 

Aïnsi les m racines z se partagent en p groupes con- 
tenant chacun g racines; en outre, quelle que soit celle 
des racines d’un même groupe que l’on adjoigne à l’é- 
quation proposée, cette adjonction aura le même effet, 
savoir de substituer à l’équation résolvante primitive 
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le même diviseur de cette équation. Et, par conséquent, 
le système conjugué propre à l'équation proposée se 
trouvera lui-même réduit à un nouveau système dont 
l’ordre sera un diviseur de l’ordre du système primitif. 

Il nous reste à comparer entre eux les divers systèmes 
CouMenésT,1;/ 2; T2, qui deviennent ainsi propres 
à l'équation proposée, quand on adjoint respectivement 
à celle-ci une racine des groupes correspondants que 
nous avons distingués. 

Les racines de l'équation 


AV, Zo| = \ 6) 


étant des fonctions rationnelles de l’une d’entre elles, 
représentons-les par 


(Vigs (Vo), (Vo); ROULE ) 0-1 (Vo) 


soit aussi VÜ) une racine de l'équation 


les quantités 
TD PO LG (VO) 


seront racines de la même équation, comme nous l'avons 
dit plus haut; j'ajoute qu’elles sont distinctes, en sorte 
qu'aucune racine ne se trouve omise. En effet, V, et vo 
étant racines de l'équation (3) qui est actuellement ir- 
réductible, si l’on avait 


0, ( y) pa (V) 


il en résulterait | 
Ga (Vo) = 86{ Vo)» 


ce qui est contraire à notre hypothèse. 


2 
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Maintenant, V désignant l’une quelconque des racines 
de la résolvante (3), représentons par le symbole 


CV] 


la permutation 
Vo(V), HV), HV), Yni(V) 
des racines de la proposée, el posons 
(7)  [ee(Vo)i= Sx[Voh [a(vi)] = SION) 
les substitutions du système F seront 
10110008 dos MOTS 

et celles du système FT; seront 

| 1 SES ARE RS DRE 


Représentons enfin par T; la substitution par laquelle 
on passe de la permutation [V, ] à la permutation | VV) |; 
on aura, non-seulement 


(8) [VS ]=TEVo}, 
mais encore, quel que soit k, 
Le (Vo )]= TS (Vo)} 
ou, à cause de la première des formules (7), 
(9) [a (VT)] = TiS{ Vo]; 
enfin la formule (8) réduit la seconde formule (7) à 
(ro) Le (Vo)]= STE Vo], 
et la comparaison des formules (9) et (10) donne 


(x) SOT, = T,S,; 


Ga aants 2 
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d’où 
(12) SESDSLE 


Les formules (8) et (9) expriment que le système 
conjugué G est représenté par 


T, Si S2) .) Du 
a UNE ME RME EE 
TE M TA ST, 5. TS ur 


CCC) + chepateus 


RS RL Sa OT Se 


et la formule (12) exprime que les systèmes F, F,,..., 
F,-, sont 


D S1, S3 ..., NS Fe 
DST, DESTIN ET SET, 
(14) CERTES He SD NL Se le 


_— —1 r = 


Ces systèmes sont, comme on le voit, semblables, en 
sorte que chacun d’eux peut se déduire du premier F en 
exécutant dans les cycles de chacune des substitutions 
de celui-ci une même substitution T, ce qui achève la 
démonstration du théorème énoncé. 


981. Taéorëme IV. — S: le système G propre à l'é- 
quation f(x) = 0 se réduit à un système VF d'ordre in- 
férieur, par l'adjonction d'une racine de l'équation 
auxiliaire irréductible o(z) = 0; si, en outre, les ra- 
cines de cette équation auxiliaire sont exprimables ra- 
tiunnellement en fonction de l'une d'entre elles et des 
quantites connues, le système TV ne changera pas quand 
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on executera dans les cycles de toutes ses substitutions 
une substitution quelconque du système G. 


En effet, soient 
30 et: 7 = 08, 


deux racines de l'équation auxiliaire : 8 désigne ici une 
fonctionrationnelle; l'équation 9(z) = o étant supposée 
irréductible, elle admettra toutes les racines 


215 005, UN UR., 10e 


l’un des termes de cette suite se réduira à z9, et si l’on 
suppose 
QFz 7 M QU IN OA RES 


il en résultera 
20 = 071 z;; 


par conséquent les racines z, et z; sont exprimables ra- 
uonnellement l’une par l’autre. 

Il s'ensuit que les quantités connues sont les mêmes 
après l’adjonction de z, ou après celle de z;; le sys- 
tème T; propre à l'équation f(x) = 0, après l’adjonc- 
tion de z;, est donc le même que le système F qui est 
propre à l'équation après l’adjonction de z,. Et, comme 
les systèmes T, l'; peuvent être représentés par 


ù à Û 
15 DOS S2) .…., CARPE 


"Tr ri — 1 a r—1 
I. T;S:4 F; , T;S,T,; 3 Lost , 


on voit que le système T ne changera pas si l’on mul- 
tiplie ces substitutions à droite par T; et à gauche par 
T;*, opération qui revient à exécuter la substitution T; 
dans les cycles des substitutions de F. 

Enfin, toute substitution de G est la forme 


U=T:S:; 


D A TP En 
®,- + 0 
A ro 
CR / EL n 
. f . 
1e 
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ce qui donne 
PSC 1 
U 0 T, ’ 
d’où 


LUS TS} S;S, LE 


Par conséquent, si l’on veut exécuter la substitution Ü 
dans les cycles des substitutions de F, il suffira de faire, 
dans ces cycles, d’abord la substitution S;, puis la substi- 
tution T;; il est évident que la première opération ne 
changera pas l, puisque S; fait partie de ce système: 
d’ailleurs nous venons de prouver que la deuxième 
opération ne produitelle-même aucun changement sur F'; 
donc ce système reste invariable quand on exécute la 
substitution U dans les cycles de toutes ses substitutions. 


CorozLaire. — Sr l'équation auxiliaire est de la 
forme zP = À, et que les racines pères de l'unité setrou- 
vent au nombre des quantités précédemment adjointes, 
on se trouvera dans les conditions du précédent théo- 
r'ème. À 


582. Taéonème V.—S1 le système conjugue G;, propre 
à l'équation f (x) = 0, se réduit à un système T d'ordre 
inférieur, quand on adjoint à l'équation roues Les ra- 
cines d'une équation auxiliaire irréductible o(z) = 0, 
de degré m, le système TV ne changera pas quand on 
exécutera, dans les cycles de toutes ses substitutions, 
une quelconque des substitutions du système G (*). 


En effet, soit Z une fonction rationnelle des m racines 


(1) 3299 Z1s 29 + 5 Zyn—1 





(1) Ce théorème ne diffère pas au fond de la proposition III du Mémoire 
de Galois. Sous ce titre de proposition HI, Galois avait d’abord inscrit 
l'énoncé du corollaire de notre théorème IV, avec une démonstration, mais 
il a effacé le tout pour y substituer l’énoncé qu'il a adopté définitivement. 


LA L * 
654 COURS D'ALGÈBRE SUPÉRIEURE. 


de l'équation auxiliaire, telle que les 
1 2 0 


fonctions qu’on en déduit par les substitutions aient des 
valeurs différentes ; soient en otre 


É(Z)—= 0 


l'équation du degré M qui a pour racines les M valeurs 


de Z, F(Z) un diviseur irréductible de $(Z), et 
(2) LE PR A ES 

les u racines de l'équation 

(3) F(Z)=o. 


Les quantités (2) sont des fonctions rationnelles des 
quantités (1), etréciproquement celles-ci peuvents’expri- 
mer en fonction rationnelle des quantités (2) (n° 502) ; 
donc l'adjonction des unes entraîne l’adjonction des au- 
tres. Par conséquent, d’après notre hypothèse, le svs- 
ième G, propre à l'équation proposée, doit se réduire, 
par l’adjonction des racines de l’équation (3). Mais ces 
racines peuvent s'exprimer rationnellement en fonction 
de l’une quelconque d’entre elles; donc l’adjonction 
d’une seule racine équivaut à l’adjonction de toutes, et 


l’on se trouve alors dans les conditions du théorème IV. 


583. Tuéorème VI. — Soient G le système conjugué 
propre à l'équation | | 


(1) 12) = O 
et 
(2) 20 TL SAT NN DEEP 


une fonctionrationnelle desnracines X5,%1,Xa, ..., Æn_u, 
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dont la valeur numérique ne soit pas actuellement con- 
nue. Si l'on adjoint cette valeur numérique à l'équation 
proposée, le système T propre à l'équation, après l'ad- 
jonction, sera formé par celles des substitutions de G 
qui n’altèrent pas la valeur numérique de la fonction $. 


Les conditions de ce théorème se ramènent immédia- 
tement à celles du théorème III. Exécutons toutes les 
substitutions des racines x dans l'expression 


2— $(x%0, D ee SON A APE Dans 


et formons le produit ® (z) de tous les résultats obtenus. 
Les coefficients du polynôme ®{z) seront des fonctions 
symétriques des racines x, et par conséquent ils seront 
rationnellement connus; décomposons ce polynôme en 
ses facteurs irréductibles, et désignons par o(z) l’un de 
ces facteurs qui s’annulent pour z — z,. Nous nous trou- 
vons placés alors dans le cas où l’on adjoint à l’équation 
proposée la racine z, de l’équation irréductible 


(3) p(z)= 0. 
Soient, comme dans le théorème III, 
V'ÉAU'PE CR ERRÉET 
les v racines de la résolvante 
(4) NES 


qui est actuellement irréductible. Les racines x étant 
exprimables rationnellement par l’une quelconque des 
racines V, posons aussi, comme précédemment, 


To — Yo (Vo); Li — (Vo) 3 The ee Ve 4 (Vo); 
la formule (2) deviendra 


20 — F[Ÿo( Vo), D1(Vo)s ++ Ÿn1(Vo)] = Y(Vo), 
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et l’on peut faire en sorte (n° 182) que Y soit une fonc- 
tion entière d’un degré inférieur à v. Alors l'équation 


(5) F(V)— 2 — 
admet la racine V, de l'équation (4). Soient 


(6) VEINES 


—1 
les p racines communes aux équations (4) et (5), et po- 


sons 
Ve 2) = (9 Vo) (Vi) 2 (V— Va) 


les coefficients de l’équation 
(7 ) À ( ét 20) = 0 


sont rationnels après l’adjonction de z,; je dis que cette 
équation est irréductible. En effet, si le contraire a lieu, 
soit ü(V, z,) le diviseur irréductible de A(V, z,) qui 
s’annule pour V = V,; on aura (théorème IIT) 


FivVa w (Vs 20) S(V, z1} HÉUN, NE 


\ 


La 


Z4, Zo, .., Zp_4 Étant des racines de l’équation (2) dis- 
tinctes de z, ; l’équation 


n’admettra qu'une partie des racines (6), et l’une de ces 
racines, V, par exemple, devra satisfaire à une équation 
telle que | 


Oo 


(6) | G(V,z)=—=0. 


Effectuons la division de Ÿ (V)— z par (V, z)jus- 
qu’à ce que nous parvenions à un reste de degré inférieur 
au diviseur; désignons par O(V, z) ce reste, et par 
IL(V,z)le quotient de la division; on aura 


Y(V)—z=o(V,z)n(V,z) +oO(V,z); 


/ 


SECTION V. — CHAPITRE V. 657 


par hypothèse, F(V)— 2, est divisible par A(V, z,); 
ce polynôme l’est donc aussi par &(V, z5), et en consé- 
quence, le reste O(V, z) de la précédente division, se 
réduit identiquement à zéro pour z = z5. Alors, par un 
raisonnement déjà employé, nous concluons que le même 
reste est nul pour z = z,, et l’on a 


Y(V)—a—=0(V,z)n(V, 2). 
Maintenant nous avons supposé que V, est une racine 
* de l’équation (8) ; on a donc 


Y(Vi) Fr LA 


ce qui est impossible, puisque V, est racine de l’équa- 
tion (5), et que z, est différente de z4. 

Nous concluons de là que l'équation (7) est irréduc- 
tible, en sorte qu’elle devient l’équation résolvante, 
après l’adjonction de z,. Le système conjugué propre à 
l'équation proposée se compose alors des # substitutions 
qu’on exécute en remplaçant V, par chacune des quan- 
tités (6) dans la permutation des racines 


Yo Vo); (Vo); CAMES ) Un ( Vo): 


D'ailleurs les quantités (6) sont celles des racines de 
l'équation (5) qui appartiennent à la résolvante primi- 
tive; donc les substitutions dont nous venons de parler 
sont celles par lesquelles la valeur numérique z, de la 
fonction f (To, Xi, +.., Æn_1) reste invariable. 


584. Taéonime VII. —- Le nombre p étant premier, 
soit y = up l'ordre du système conjugue G propre à une 
équation f (x)= 0. Si l'on peut former avec pr substitu- 
tions de G un système conjugué F qui reste invariable 
quand on exécute dans les cycles de toutes ses substitu- 
tions les diverses substitutions de G, il suffira d'extraire 
la racine pième d'une certaine quantité rationnelle, et 
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d'adjoindre cette racine p'è"e à l'équation, pour queY 
devienne le système propre à cette équation. On suppose 
que les racines pières de l'unité font partie des quantités 
précédemment adjointes. 

Soient 


(1) I; S1: Sos .….. SEE 


les substitutions du système F, et T une substitution 
de G qui n’appartienne pas à ['; on aura, par hypothèse, 
quel que soit t, 
(2) LS'TE = S ;) 
j étant un indice convenablement choisi. Si le système 
des puissances de T, | 


(3) 1, TOR D LSNTIEE 


d'ordre t, a quelques substitutions communes autres que 
l'unité avec le système (1), soit T“ la plus petite puissance 
de T contenue dans ce système. En multipliant les sub- 
stitutions (1) par les substitutions 


LT) TENUE TE 
on obtiendra les ua produits 


I, S1; S2 OC A Syts 
TCUTTS , AEUTS RATS ESS 


(4) 


Tes LUS tt... ADS 
qui seront distincts; car, si l’on avait 
T'Sg = T;i+S25 


on en conclurait 
Pt e- + —1 
T; ra Sy , 
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ce qui ne peut pas avoir lieu, puisque la substitution 
Se97. fait partie du système (1), tandis qu’il n’en est pas 
ainsi à l'égard de T} à cause de j x. Ensuite le produit 
de deux quelconques des substitutions (4) peut être ra- 
mené par la formule (2) à la forme 


Tec+ Sz ou T* Sy, 


h étant < &, et ce produit est l’une des substitutions (4). 
Ces substitutions forment ainsi un système conjugué 
d'ordre ux; elles sont d’ailleurs contenues dans le sys- 
tème G dont l’ordre est up: donc pp est divisible par uæ 
etppar «a; il s'ensuit que « est égal à à 1 Ou à P; puisque p 
est un nombre premier. Sia = 1, la substitution T appar- 
tient à [', ce qui est contraire à l'hypothèse. Ainsi à — p; 
mais alors le système (4) contient up substitutions, et, 
. par conséquent, il n’est autre que le système G. Les puis- 
sances de T contenues dans F sont donc 


15,02, TPS os TUTUP, 
et l’on a 
TP — 1 : 
on a d’ailleurs évidemment 
(k— 1)p—=ou<t—1, kp—=gt, 


qg étant un entier, ce qui exige que g = 1, en sorte que 
l’ordre de la substitution T est nécessairement égal à p 
ou à un multiple de p. 

Cela posé, soit © une fonction rationnelle des 7 ra- 
CHES Los Li Lors nude équation ft) 0, telle 
que les 1.2.3...n fonctions qu’on en déduit par les 
substitutions aient des valeurs numériques inégales. 
Exécutons sur cette fonction les uw substitutions (1) de F 
et désignons par 


(3) @» O;; O2 ONDL) O1 
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les résultats obtenus. Prenons enfin une fonction ration- 
nelle et symétrique 0 des x quantités (3); on pourra faire, 
par exemple, 


(4) 0—(p —08,)(9 —6,)...(0 —0,;)}, 


© désignant ici une indéterminée. 

La fonction 8 est invariable par les substitutions de ee 
mais elle varie par toute autre substitution ; exécutons 
sur cette fonction les puissances de la substitution T, 


savoir : 
1, ji Tè, CR DRE | Tr-1, 


et désignons par 0; le résultat obtenu par la substitu- 
tion Té, Représentons aussi par & une racine de l'équation 


XP — 17 
— —=0O, 
Z—1I 


CE posons 


la fonction Q est évidemment invariable par la substitu- 
üuon T qui a pour effet de déplacer circulairement les 


quantités 
09: 04, 02 ce) EE 


elle ne varie pas non plus par les substitutions de F, 
car on à 

Ü; 5 LS 06» 
et, en exécutant une substitution 5, 


On peut conclure de là que la fonction Q est invariable 
par toutes les substitutions du système G, qui est actuel- 
lement propre à l’équation proposée. Il s'ensuit que la 
valeur de Q est actuellement connue; si donc on adjoint 
à l'équation le radical 


L 
2 





ANA TT 'E N k M Aya F4) £ la! 7 
À ê ” < > & * + 
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la fonction 
OPA 1 varPF 


sera connue. 

Les seules substitutions qui laissent cette fonction in- 
variable sont celles de F, et, par conséquent, d’après le 
théorème VI, F devient, par l’adjonction de VO, le Sys- 


tème conjugué propre à l'équation. 


989. Les propositions que nous venons d'établir per- 
mettent d'aborder la solution de ce problème ’ 


Dans quel cas une équation est-elle resoluble par 
radicaux ? 


À cet effet, Galois observe que, dès qu’une équation 
est résolue, une fonction quelconque de ses racines est 
connue, même lorsqu'elle n’est invariable par aucune 
substitution. En conséquence, lesystèmeconjugué propre 
à l'équation ne contient plus alors que la seule substi- 
tution identique, celle qui est égale à l'unité. 

La solution du problème qui a pour objet la résolution 
d’une équation doit donc consister dans l’abaissementsuc- 
cessif de l’ordre du système conjugué propre à l'équation. 

Suivons, dit Galois, la marche des opérations pos- 
» sibles dans cette solution, en considérant comme opé- 
» rations distinctes l'extraction de chaque racine de de- 
» gré premier. 

» Adjoignons à l’équation le premier radical extrait 
» dans la solution. Il pourra arriver deux cas : ou bien, 
» par l’adjonction de ce radical, l'or dre du système con- 
» jugué propre à l'équation sera diminué (t); ou bien, 








(*) J'indique par des italiques les légers changements que nécessite 
ici l'emploi exclusif des systèmes de substitutions que nous avons adoptés 
au lieu des groupes de permutations dont Gaiois fait usage, 
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» 


» 


)) 


» 


») 


)) 


») 


» 


») 


» 


» 


» 


» 


» 


») 


» 


» 


» 


cette extraction de racine n'étant qu’une simple pré- 
paration, le système propre à l'équation restera le 
même. 

» Toujours sera-t-il qu'après un certain nombre fini 
d’extractions de racines, l’ordre du système propre à 
l'équation devra se trouver diminué, sans quoi l’équa- 
tion ne serait pas soluble. 

» Si, arrivé à ce point, il y avait plusieurs manières 
de diminuer l’ordre du système propre à l'équation 
proposée par une simple extraction de racine, il fau- 
drait, pour ce que nous allons dire, considérer seule- 
ment un radical du degré le moins haut possible parmi 
tous les simples radicaux, qui sont tels, que la connais- 
sance de chacun d’eux diminue l’ordre du système 
propre à l'équation. | 

» Soit donc p le nombre premier qui représente ce 
degré minimum, en sorte que par une extraction de 
racine de degré p on diminue l’ordredu système propre 
à l'équation. 

» Nous pouvons toujours supposer, du moins pour ce 
qui est relatif au système propre à l'équation, que, 
parmi les quantités adjointes précédemment à l’équa- 
tion, se trouve une racine pi°"* de l'unité ; car, comme 
cette expression s'obtient pardesextractions de racines 
de degrés inférieurs à p, sa connaissance n’altérera en 
rien le système propre à l'équation.» 


On voit ici toute l'importance des théorèmes II et IV. 


Dans l'hypothèse admise, le système conjuguè propre à 
l'équation qui est actuellement G se réduit à un système F 


d’ordre inférieur; il en résulte, d’après les théorèmes II 
et IV (corollaire), que l’ordre de F est un diviseur de 


l’ordre G, et que ce système reste invariable quand on 
exécute dans les cycles de toutes ses substitutions l’une 
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quelconque des substitutions de G. Et réciproquement, 
d’après la proposition VII, G étant le système d’ordre 
v—y#p actuellement propre à l’équation, si l’on peut 
trouver un système F d'ordre y qui soit contenu dans G, 
et qui reste invariable quand on exécute les substitutions 
de G dans les cycles de toutes ses substitutions, F devien- 
dra, par l'extraction d'une racine pi" et par l’adjonction 
de cette racine, le système propre à l'équation. 

Ainsi ces propositions découvertes par Galois, et dont 
nous avons donné des démonstrations complètes et rigou- 
reuses, indiquent la condition nécessaire et suffisante 
pour l’abaissement de l’ordre du système conjugué propre 
à l'équation. 

Cet ordre ayant été abaissé une première fois par l’ad- 
jonction d’un radical, on peut raisonner sur le nouveau 
système conjugué comme sur le précédent, et il faudra 
qu'il se réduise aussi de la même manière, et ainsi de 
suite, jusqu'à ce qu’on arrive à un système qui ne con- 

tienne plus que la seule substitution égale à l’unité. 


586. Il est aisé d'observer cette marche, comme l’a re- 
marqué Galois, dans la résolution connue de l'équation 
générale du quatrième degré. 

Soient 

HU C; A 


les racines. Le système conjugué G propre à l'équation 
est ici le système des 1. 2. 3. 4 — 24 substitutions des 
quatre racines, et l’on obtient (n° 443), en faisant le pro- 
duit des quatre systèmes, 
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L'équation dont il s’agit se résout au moyen d’une 
équation du troisième degré, laquelle exige l'extraction 
d’une racine carrée. Dans la suite naturelle des idées, 
c'est par cette racine qu’il faut commencer. En adjo1- 
gnant cette racine carrée à l’équation proposée, on réduit 
à 12 (théorème VII) l’ordre du système conjugué propre 
à l'équation, lequel devient alors égal au produit des trois 


Me ie FRE 
ARR LP 
1,14, cid)iu(b#d, c}: 


Maintenant, par l'extraction d’une racine cubique, on 
réduira à 4 l’ordre du système propre à l'équation; ce 
système est le produit des deux 


L, de AN ON 
1,4(a,%c}{ bd} 


L'extraction d’une racine carrée réduira à 2 l’ordre du 
système qui deviendra ainsi 


1, (a,b)(c,d); 


, 


enfin, par une dernière extraction de racine carrée, le 
système propre à l'équation se réduit à l'unité; alors 
l'équation est résolue. 


Suite des recherches de Galois. — Applications aux 
équations irréductibles de degré premier. 


587. Les applications de la théorie que nous venons 
d'exposer offrent encore bien des difficultés QUE Nous 





(*) M. C. Jordan a présenté à l’Académie des Sciences des recherches 
nouvelles sur ce sujet. 
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nous bornerons à celle que Galois en a faite aux équa- 
tions irréductibles dont le degré est un nombre premier. 


Lemue. — Une équation irréductible de degre pre- 
mer ne peut devenir réductible par l'adjonction d'un 
radical dont l'indice serait autre que le degré méme de 
l’equation. 


En effet, supposons que l'équation irréductible 
(1) HI 0; 


de degré premier », devienne réductible par l’adjonction 
d’un radical. Comme l’extraction d'une racine de degré 
composé se ramène à des extractions successives de ra- 
cines de degrés premiers, on peut supposer que l'indice 
du radical dont il s’agit est un nombre premier. Seule- 
ment, si la quantité soumise à ce radical ne fait pas partie 
des quantités actuellement connues, on devra la regarder 
comme adjointe à l’équation. 

Cela posé, soit 7» le plus petit nombre premier tel, 
que l'équation (1) devienne réductible par l’adjonction 
d’une racine d’une équation de la forme 


(2) Zn AS 


À étant une quantité connue ou une quantité dont l'ad- 
jonction laisse l'équation (1) irréductible. Les racines 
de l'équation 


(3) Din | 


peuvent être regardées comme faisant partie des quan- 
tütés connues, en ce sens que ces racines s’obtiennent par 
des extractions de racines de degrés inférieurs à #n, et 
que, d’après notre hypothèse, leur connaissance ne suffit 
pas pour effectuer la réduction de léquation. 

Soient r une racine de l'équation (2) et & une racine 
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primitive de l’équation (3); les racines de l'équation (2) 
seront 
FIAT RIT RS IG TETE 


Maintenant, si l’adjonction de r réduit l’équation (1), 
soit o(x, r) le diviseur irréductible de f(x) qui a le 
moindre degré; le polynôme f(x) sera divisible par 
chacune des fonctions 


pla r), pla ar), ..., (a, air), 


Le produit de ces diviseurs est une fonction symétrique 
des racines de l’équation (2), et, par suite, il est expri- 
mable rationnellement par les quantités connues; d’ail- 
leurs ce produit ne peut s’annuler que pour les valeurs 
de x qui satisfont à l’équation (1); donc, puisque cette 
équation est irréductible, le produit dont il s’agit est né- 
cessairement une puissance de f(x), et l’on a 


(4) Az) = v(x; rjo(r er) 000 (a, ce 
S1 les deux équations 
pi, rl 0, 02 4 710 


ont une racine commune, elles ont toutes leurs racines 
communes; car, si le contraire avait lieu, les premiers 
membres de ces équations auraient un diviseur commun 
(x, r) qui serait rationnel relativement aux quantités 
connues, et p{x, r) ne serait pas le diviseur de f(x) du 
degré minimum. 

Alors, si l’on extrait la racine g'?"° des deux membres 
de la formule (4), on aura un résultat de la forme 


(5) ae ES p(æ, r) piæ, ar)e(x, 6r) RE er), 


«,6,..., e désignant des racines de l'équation (3). Mais, 
e degré de f(x) étant un nombre premier, la formule (5) 


. 
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ne peut avoir lieu que si les polynômes ® sont du premier 
degré, et la formule (4) montre que m est divisible par»; 
d’ailleurs m est premier: donc onam=—n. 


CoroLLaIRE. — Une équation irréductible de degré 
premier ne peut devenir réductible, à moins que le sys- 
tème conjugué qui lui est propre nese réduise à la seule 
substitution égale à l'unité. 


En effet, d’après le lemme précédent, si l'équation pro- 
posée se réduit, son premier membre se décompose en 
facteurs linéaires, et, par suite, elle se trouve résolue. 


988. Il nous reste à faire connaître les théorèmes par 
lesquels Galois a exprimé la condition de résolubilité des 
équations de degré premier. 


THéorÈme I. — Siune equation irréductiblef(x)= 0, 
d'un degré premier n, est résoluble par radicaux, ses 
n racines pourront étre représentées par x, | l'indice z, 
pris suivant le module », devant être réduit à l’un des 
nombres o, 1,2, ..., (n7—1})|, de telle manière que le 
système conjugué actuellement propre à l'équation ne 
renferme que des substitutions linéaires et entières, 
az + ) 


c'est-à-dire des substitutions de la forme ; 


a et b étant des constantes. 


En effet, l’adjonction successive de quantités radicales 
réduira, par hypothèse, à l’unité le système conjugué 
propre à l'équation, et, d’après le lemme précédent, cette 
équation restera irréductible jusqu’à la dernière adjonc- 
tion. Celle-ci, qui est celle d’un radical d'indice 7, opère 
non-seulement la réduction, mais encore la résolution de 
l'équation (n° 587), et, d’après le théorème du n° 580, 
elle divise par x l’ordre du système conjugué propre à 
l'équation. 
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Donc, immédiatement avant d’être réduit à l'unité, 
l'ordre du système propre à l'équation sera égal à ». 
Mais, quand l’ordre d’un système conjugué, relatif à un 
nombre premier 7 de lettres, est égal à n, le système 
se compose des puissances d’une substitution circulaire 
d'ordre 7 (n° 426, corollaire ITT); donc l’avant-dernier 
système propre à l'équation sera formé par les puissances 
d’une substitution qui scra représentée par 


4 Le | 
2 
Z 
si les 2 indices ont été convenablement distribués entre 


les ? racines. En d’autres termes, le système dont il s’agit 
se composera des » substitutions linéaires de la forme 


& + d\ 
) ; 
Z 
où l’on doit donner à b n valeurs congrues aux nombres 
0, 1, 2, sc) (7 —1) 


suivant le module », les indices étant pris, comme nous 
l’avons dit, suivant le même module. 

Cela posé, je dis qu’en remontant de cet avant-dernier 
système jusqu’à celui qui est actuellement propre à l'é- 
quation, on ne rencontrera dans chaque système que des 
substitutions linéaires et entières de la forme 


Hz sb 
Z ! 


Cette proposition étant établie à l'égard de l’avant-dernier 
système, 1lnous suffit de démontrer que, si elle alieu pour 
un système quelconque [, elle subsiste pour le système G 
qui précède immédiatement F dans l’ordre des réduc- 
tions. À cet effet, remarquons que, si F n’est pas l’avant- 





2 (19 
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dernier système, il renferme néanmoins les substitutions 
de celui-ci; soit S; l’une d’elles, on aura 


6 
PE }» 
3, 


6 étant l’un des nombres 1, 2, 3, ..., (n —1). Mainte- 
nant, Si l’on désigne par T l’une quelconque des substi- 
tutions de (x, on aura, quel que soit i, par le théorème 


dun 5591, 


TS;T_,—S;, ou TS,—S,T, 


S ; étant une subsütution de F : cette égalité exprime que 
S ; est une substitution semblable à S;; en conséquence, 
cette substitution est circulaire. Or, d’après notre hypo- 
thèse, le système T° ne renferme que des substitutions 
linéaires et entières ; il s'ensuit que ce système ne peut 
avoir deux substitutions circulaires S;etS; d'ordre # qui 
ne seraient pas puissances l’une de l’autre, car autrement 
il contiendrait les #7? produits de la forme SS’ qui 
seraient tous distincts, et cela est impossible, puisque le 
nombre total des substitutions linéaires est seulement 
n (nr —1). Ainsi S; est une puissance de S;, et l’on a 


DFE Fe). 


Posons 


on aura 
re 
FEU JE S,T — Gare 


Z 


et, par conséquent, 


/ 


F(z —- 6) Er) + a; 


si l’on remplace z successivement par z24+6,z+26,..., 
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z + Z6, il viendra 
F(2+ 26) —F(:+6) 
F(z2+36)—F(z+6) 


CR] eee: 


F(z+26)—=F(2+6)+(Z—-1)a=F(z) +Za; 


us 
cL 


enfin, si dans la dernière de ces égalités on pose 6 =1, 
z=0, F(o) = 6, on aura 

F(Z)—aZz + b, 
a et b étant des constantes. Ainsi le système G ne ren- 
ferme que des substitutions de la forme 


ca 


Cette conclusion s'applique en particulier au système qui 
est actuellement propre à l’équation. 


989. ThÉéorëME Il. — Réciproquement, si le système G 
actuellement propre à l'équation irréductible f(x)= 0 
de degré premier n ne renferme que des substitutions de 


la forme 
GA 
Z 


l'équation est résoluble algebriquement. 
En effet, désignons par & une racine de l’équation 
TI —1 
(1) — —=0, 
4 Nas À | 


et par r une racine primitive pour le nombre premier #; 
posons en outre 


X4 —(rotam oz +...+aetir, 1), 
X, {rx tax, Hate, he PR PNA 
(2) X,: —= (%9 + XX 2 + a? Lops +, ; Re Lo 


| 4 À 
Xpn—a— (ro +acn—s + airapns +... + at lg ares) 
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Toute substitution du système G est le produit d’une 
puissance de la substitution 


(3) | (rl 


par une puissance de la substitution 


(4) (2) 
Les quantités 


(5) X4 }. Re X,2, .. X ,n-2 


sont invariables par la substitution (3) (n° 494), et elles 
sont déplacées circulairement par la substitution (4); 
donc toute fonction £ des quantités (5), qui reste inva- 
riable par la substitution (4) effectuée sur les indices 
des fonctions X, est une fonction des racines x, x'4, .…, 
Ln_1 qui estinvariable par les substitutions du système G; 
par conséquent (n° 578), cette fonction £ est rationnel- 
lement connue. 

En particulier, si l’on désigne par À une racine de 
l'équation 
(6) d1—1—=0O 
et que l’on fasse 

(Xi+AX, + X,s +... HA IX nr) —E, 


la quantité € sera connue; done la quantité 


n—1/= 
Li 


Xi+AX, + X,;: +... +NX ni VE 


sera elle-même connue après l'extraction d’une racine de 
degré ñ —1. 

En prenant successivement pour À chacune des racines 
de l’équation x*7!—1=0, on aura 7 —1 équations qui 
feront connaître les quantités {5 ); ensuite, si l’on extrait 
la racine n°”* des équations (2), on aura un système de 


Ji: LVARR 
C1ÿ y 
" 
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HÉEN équations du premier degré qui détermineront 
les # racines x, puisque la somme de ces racines est 
connue. 

Ainsi l'équation proposée est résoluble algébrique- 
ment dans notre hypothèse. 


990. Au moyen des théorèmes qui précèdent, Galois a 
pu énoncer, comme 1l suit, la condition de résolubilité 
des équations irréductibles de degré premier. 


Taéonëme IL. — Pour qu'une équation irréductible 
de degré premier soit résoluble par radicaux, il faut et 
il suffit que la xesolvante de Lagrange ait une racine 
rationnelle. 


En effet, cette résolvante de degré 1, 2,3,...,(n—) 
a pour racines les diverses valeurs que prend, par les 
substitutions des racines x, une fonction symétrique des 
quantités (5) du n° 589, par exemple la fonction 


(LC EC RON RER ESS 


où X représente une indéterminée. Or il résulte des 
théorèmes I et IT que, si la proposée est résoluble, cette 
quantité est connue quel que soit X; donc la résolvante 
dont elle dépend doit avoir une racine rationnelle. 
Réciproquement, si la résolvante a une racine ration- 
nelle, la proposée est résoluble ; car, dans ce cas, la fonc- 
on que nous venons de considérer est connue, quel que 
soit X : c’est la racine rationnelle de la résolvante: or 
cette fonction n’est invariable que par les seules substitu- 


PE 


tions de la forme | : donc le système propre à l’é- 


Z 


quation ne renferme que de telles substitutions (n° 583), 
el par conséquent (n° 909) l'équation proposée est ré- 
soluble. 





rat lt 


nes à dif 
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591. La condition de résolubilité que nous venons de 
trouver peut encore être formulée d’une autre manière : 
tel est l’objet des propositions suivantes : 


Taéorëme IV. — Si une équation irréductible de de- 
gré premier est résoluble par radicaux, les racines 
sont toutes exprimables en fonction rationnelle de deux 
quelconques d’entre elles. 


En effet, d’après le théorème I, le système conjugué 
qui est actuellement propre à l'équation ne renferme que 


Route b 
des substitutions de la forme fe? dE .) + Or une telle sub- 


stitution, qui ne se réduit pas à l’unité, déplace les 7 in- 
dices si a = 1, et elle déplace #7 —1 indices si a est 
différent de r. Il résulte de là que, si l’on adjoint à l’équa- 
ton deux racines 

De Tes 


le système propre à cette équation ne pourra plus con- 
tenir que la seule substitution égale à l'unité; car, d’après 
le théorème du n° 583, les substitutions de ce système ne 
peuvent déplacer les indices « et 6. Donc, les racines x, 
et x; étant regardées comme connues, toutes les autres 
racines sont en même temps rationnellement connues. 


592. Taéorime V. — Aiéciproquement, si toutes les 
racines d'une équation trréductible de degré premier 
sont exprimables rationnellement en fonction de deux 
quelconques d’entre elles, l'équation est résoluble par 
radicaux. 


En effet, soient x,, x; deux racines quelconques de 
l'équation proposée 
(1) fla)=0. 
Soient G le système conjugué actuellement propre à 
l'équation, F ce qu'il devient après l’adjonction de x, et 
S. — Alg. sup., Il. 43 
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avant celle de xe. Soit aussi 
(2) FEVRE= 0 


l’équationirréductible quenousavons nomméerésolvante 
et dont le degré exprime l’ordre du système G. 

L’équation (2) devient réductible par l’adjonction 
de x,, car soit V, l’une de ses racines, x, est exprimable 
en fonction rationnelle de V,; et si l’on pose 


ne VIN 0 


on pourra supposer (n° 182) que Ÿ soit une fonction 
entière de degré inférieur à F (V). La racine V, est ainsi 
commune à l'équation 


YIV)— ra = 0 


et à l'équation (2); par conséquent celle-ci cesse d’être 
irréductible. Mais alors la réduction s’opère (n° 580) 
par la décomposition de F(V) en p facteurs du même 
degré, p étant un diviseur du degré de l’équation auxi- 
liaire irréductible dont dépend la racine adjointe. Lei 
cette équation auxiliaire n’est autre que la proposée elle- 
même dont le degré est le nombre premier nr; par consé- 
quent on a p—n. Ainsi l'ordre du système l est la 
nième partie de l’ordre G. 

Passons à l’adjonction de la racine x. La racine x, fai- 
sant actuellement partie des quantités connues, la ra- 
cine xs, qu'il reste à adjoindre, est racine d’une équa- 
tion i1rréductible 


(3) file LD 


. 12 . #4 
dont le premier membre est égal au quotient TER ou 
TL — Lo 


à un diviseur rationnel de ce quotient, et, par hypothèse, 
l’adjonction de x, doitréduire à l’unité le système propre 
à l'équation, lequel est actuellement PF. Mais, en vertu 


Me 
vu 





TO UE 


LA 
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du théorème du n° 580, par l’adjonction dont il s’agit, 
l’ordre du système propre à l'équation est divisé par un 
facteur m du degré de l’équation auxiliaire, lequel est au 
plus égal à 7 — 1 ; donc l’ordre de Fest égal à mn, et par 
suite l’ordre de G est égal à 2m. 

Le système G ne peut renfermer une substitution qui 
laisserait deux indices immobiles, car, les racines étant 
exprimables rationnellement par deux quelconques 
d’entre elles, supposons que l’on ait 


Ty P(Ta Le) TS X(Tus Te) D (Ta T6); su 


les différences 


Ty PÜru de), 25 — (Xe Ha Tee 
sont actuellement connues, puisqu'elles sont nulles; or 
une substitution autre que l’unité, qui laisserait immo- 
biles les indices & et 6, ferait varier quelques-unes de 
ces différences. Une telle substitution ne peut donc 
appartenir à G (n° 578), et, par suite, à l. 

Maintenant le système l se compose de celles des sub- 
stitutions de G qui ne déplacent pas l'indice «& (n° 583) ; 
donc il y a dans G, outre l’unité, m — 1 substitutions qui 
laissent l'indice « immobile, et, comme on peut en dire 
autant des autres indices, on voit que le système G ren- 
ferme (m—1)n+1ou mn—{(n—1)substitutions qui ne 
déplacent passimultanémentlesnindices.Donclenombre 
des substitutions de G qui déplacent tous les indices est 
égal à 7 — 1 ; je dis que ces substitutions sont circulaires 
et puissances les unes des autres. En effet, soit T l’une 
de ces substitutions ; décomposons-la en cycles, et soit 


CC Cr: ss 
l’ordre de T est un diviseur de 7m: si donc T ne se ré- 


duit pas à un cycle unique d’ordre n, l’ordre de cette 
substitution sera égal à un diviseur d de mn. Dans notre 
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hypothèse la substitution T déplace toutes les racines : 
elle n’a donc pas de cycles du premier ordre, et elle est 
irrégulière, puisque le nombre 7 des lettres est premier. 
Soit 9 l’ordre du cycle le moins élevé; la substitu- 
tion T° laissera deux lettres au moins immobiles : donc 
elle ne peut appartenir à G; par conséquent la substi- 
tution T ne peut elle-même faire partie de G. 

Ainsi le système G renferme une substitution circu- 
laire T de l’ordre », et les puissances de T sont les 
seules substitutions de G qui déplacent tous les indices. 
Alors, si l’on désigne par 
(x) EN r De des 03 ME 


les substitutions de F, on obtiendra le système G en 
multipliant les substitutions (1), soit à droite, soit à 
gauche, par le système conjugué 


EAN L'ÉTET Re TEEN 
formé des puissances de ‘T. cux des produits ainsi 
obtenus sont en effet distincts et 1ls font partie de G. 


Cela étant, on peut distribuer les indices 0, 1, 2, ... 
des lettres x de manière que la substitution T soit 


SE 
z 


LEA 


z, 


Désignons alors par 


une substitution quelconque deG; la substitution UT UC! 
semblable à T fait partie de G, elle est circulaire, et elle 
coïncide, d’après ce qui précède, avec l’une des puis- 
sances de T ; ainsi l’on a 

TUE TEE On RS 
a élant un exposant convenable. C:tte égalité revient 


F(z+ 1) =F (ce) Tr di 
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remplaçant successivement z par zH1, Z2+2, 
z + Z, on trouve 


Fiz+2Z)=F{(z) + az; 
faisant enfin z= 0, F(o)=— b, il vient 
F(Z) az E 6": 
ainsi le système G ne renferme que des substitutions de 


la forme az + b; donc l’équation proposée est résoluble 
d’après le théorème IL. 


993. La théorie que nous venons d'exposer fournitune 
démonstration nouvelle de l’impossibilité de résoudre 
algébriquement les équations générales au delà du qua- 
trième degré. Effectivement, dans le cas de l'équation gé- 
nérale du cinquième degré, la condition du théorème IV 
n'est pas remplie, et par conséquent l’équation n’est pas 
résoluble. L’impossibilité de résoudre l'équation générale 
du cinquième degré entraîne d’ailleursla même impossibi- 
lité à l'égard des équations générales de degré plus élevé. 


Recherches de M. Hermite. 


594. Il ne sera pas inutile de présenter ici une analyse 
remarquable que M. Hermite m'a communiquée, et qui 
a pour objet la démonstration de ce théorème de Galo:is : 


Etant données deux quelconques des racines d’ine 
équation irréductible de degré premier, soluble par 
radicaux, les autres s’en déduisent rationnellement. 

Leume 1. — £oient 

El) nn D) 
une équation irréductible de degré quelconque n, et 
ÉQTL LI MIE SAN CRE 


ses n racines. Si toutes Les fonctions des racines in- 
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variables par les substitutions de la forme xx, Xxy1 
ou ê pe (les indices étant pris comme fait Galois, 
suivant le module n) sont rationnellement connues, on 
pourra déterminer rationnellement une fonction en- 
tière o(x) du degré n — 1, telle que l'on ait 
ra (do), ae pla), ce, apr) es En = pans). 

On a, en effet, 

F(x)={(x—2)(x— 2) ... (x—z} 

et, si l’on pose 


F(x) x Fix) Fa à F(r) PA 
Se PRET ae We 2 FE RT  RU 7 A te ._. + Nr coca RS 2 RTE TT 
Dr ETS) PRES) x — y F'(rn-1) 








(9 = 


il est évident que o(x) sera une fonction entière du de- 
gré — 1 enxet que ses coefficients seront des fonctions 
des racines invariables par les substitutions de la forme 
Lky Lkg1; ON Voit aussi immédiatement que l’on a 


pti pur; 6.9 
ce qui démontre la proposilion énoncée. 


595. Lemme II. — Si une équation irréductible de de- 
gré premier n est telle, que toutes les fonctions des ra- 
cines invariables par les substitutions de la forme xx, 
Xx41, et de la forme xx, xx, p désignant une racine 
primitive de n, soient rationnellement connues, on 
pourra déterminer rationnellement une fonction en- 
tière de ç (x) de degré n—1, telle que l'on ait 


Ti +} Te + x +... + NE x nt Fe. ou (x), 


{ To + ÀTe+i + Tea +... + APR 34 is: d) (x), 


S erese fe, 9 0,9 2,0 9 1250 0 © ,1y0L eve een 6e ne 0 0e) 0 T0 ET CRCTS RSR 


2 n—2 n —1_— 
(+ Aron 1 + À Ttnni Feet) LI +71) —y(z,41}, 


702 
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les indices étant pris toujours suivant le module n et À 
désignant une racine de l'équation binôme A1 — 1, 


Pour démontrer cette proposition, nous ferons voir 
que le système des équations linéaires ainsi posées entre 
les coefficients indéterminés de la fonction ® n’est pas 
altéré lorsqu’à la place d’une racine quelconque x4 on 
met 4,1, et aussi quand on remplace xx par x,x. 

Le premier point est évident, puisque chaque équa- 
tion se déduit de la précédente en ajoutant une unité 
aux indices des racines, et qu’en opérant de la sorte sur 
la dernière on reproduit la première. 

Le second point se vérifie aussi immédiatement par 
rapport à l'équation 


(x + 1x, + }2 Lo? +... + last 1h p(æo)s 
car la (nr =: DER puissance de la fonction linéaire 


TA — 1%, + zx, + .. + Tr 


ne change pas quand on multiplie cette fonction par À; 
or cela revient à multiplier les indices des racines par p, 
ce qui ne change pas non plus le second membre (x). 
Mais les autres équations du système ne se comportent 
plus de même. Dans l’une quelconque d’entre elles 


; n—1i — M 
(Lit + ÀÆo+a + Tea + + A7? ron—24 a) HU (Ta) 


faisons a = p* (mod. 2), ce qui est possible, puisque « 
re reçoit plus la valeur zéro; il viendra 


(aise + krgrge + Notes + ee Nas) (ares), 


et, en multipliant les indices par p, 


(2) CARTER + À Le3+ot +1 +)? Xep+et +1 +... + ) n—3 agn gnet)—1 as p(æren+1)e 
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Or la (2 — lee puissance de la fonction linéaire 
Totott1 —+- À Tp2 oi hs NAT TEE An an. 


ne change pas quand on multiplie cette fonction par À; 
au lieu de l'équation (2), on peut donc écrire la suivante: 


{ nn nn 2 ® 9 ! 
(TA +1 + À Lo ph BST Lot +1 +... 


Lars Lt 1 ee =. (ren+1 À 


Or, en remarquant que p*7'=1 (mod. 7), on reconnaît 
que celle-ci se déduit de l'équation (1) par le change- 
ment de x en u +1. 

Il suit de là que la substitution x, x; ne fait que 
permuter circulairement nos équations, rangées, à partir 
de la deuxième, suivant l’ordre des valeurs croissantes 
de u. En les résolvant par rapport aux coefficients de ®, 
on sera conduit à des fonctions rationnelles des racines, 
invariables par les substitutions xx, æx41 et x, &,r; de 
sorte que ces coefficients s’exprimeront bien rationnelle- 
ment, comme nous l’avons annoncé. Notre lemme est 
donc démontré, et l’on en déduit le suivant : 


996. Lemme LIL. — S1 une équation de degré premier 
est résoluble algébriquement, l'équation de degré 
moindre d'une unité, qu'on forme en divisant son pre- 
mier membre par un de ses facteurs linéaires, appar- 
lient à la classe des équations abéliennes. 


En effet, relativement à l'équation de degré 7 —1, 
qu'on obtient par la suppression du facteur x — x., ct 
dont les racines ont été représentées par 


Li+os Lotus tas CE CT 


on connaît r'ationnellement la fonction résolvante 


n—1 
(x + À\Lote cr }? Lo3+a +... , + )2—2 Tet—34 a ) 
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597. Les trois lemmes que nous venons de démontrer 
permettent maintenant d'établir très-aisément le théo- 
rème que nous avons en vue. Faisons pour un instant 


+ 





Thu ES: KE: 


Puisque nous connaissons {lemme HT), en fonction ra- 
üonnelle de x,, l'expression 


(Xo VE xX: ARE X » bu OO en 7 NEA RIRES LITE 


nous devons pareillement regarder comme connue toute 
fonction rationnelle des racines X4, Imvariable par les 
substitutions de la forme X4, X4,,. Cela nous place dans 
les conditions du lemme 1; ainsi nous pouvons former 
une fonction + telle qu’on ait généralement 


Xk41— 9 X4 à 


D'ailleurs, les coefficients de cette fonction s’exprime- 
ront rationnellement par les quantités connues et la ra- 
cine x,; de sorte qu’en mettant cette racine en évidence 
nous aurons 


TT OUI RER a Qu Ca e 


Or on peut prendre p*=6, 6 étant un entier arbitraire, 
mais essentiellement différent de zéro; 1l vient ainsi 


Tobtx — 9 fre: F4 


Cette équation exprime précisément la relation que 
nous nous proposions d'établir; elle montre très-facile- 
ment comment toutes les racines s'expriment de proche 
en proche, au moyen des deux racines arbitraires x, 
XLye, et met immédiatement en évidence dans quel ordre 
celles naissent ainsi les unes des autres. 


598. Il est aisé de démontrer que, réciproquement, la 
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relation précédente, admise entre trois racines x,, Xu,es 
La Entraîne la résolution par radicaux de l’équation. 


À cet effet, soient 8 une racine de l'équation binôme 
6 HR EE 


F(9) = (ro + Or + Pr, +...+ 017, 


la fonction résolvante de Lagrange. D’après la propriété 
caractéristique de cette fonction, on pourra, sans altérer 


sa valeur, ajouter aux indices des racines un nombre 
entier arbitraire «, et écrire 


F(0)= {ae + Grass + Press +... Or Ne 


Cela posé, soit 6 un autre nombre entier arbitraire, mais 
différent de zéro, et prenons 6, de manière qu’on ait 


666 =—=1 (mod.z); 
on voit immédiatement que l’on a 


F( E)= (Xa Sr Oxare ce CRE ERA BH misee Pere La+ (n—1)3) 7» 


ctilest clair qu’en employant la relation 
Th6+a — ? (re Lyn 


on pourra, par des substitutions successives, transfor: 
mer le second membre en une fonction rationnelle If de 
deux racines x, Xe, de manière à avoir 


FINE TE ae) 


pour une valeur quelconque de l’indice arbitraire «. 
Cela étant, soit, comme plus haut, À une racine de 
l'équation binôme x*7! —1, la fonction 


[Ta Ta+f) ne 1 5 Tate) 
Sr }°I Ex Late6) me ou ne LR IL Tao EME 


conserve la même valeur quand on met p6 au lieu de 6, 


SECTION V. — CHAPITRE V. 683 


c'est-à-dire qu’elle est indépendante de la valeur attri- 
buée à 6. Chacun des termes dont elle se compose est 
d’ailleurs indépendant de &; donc, en la transformant, 
au moyen de la relation 


Tat06 ns o rare: FAT 


en une fonction rationnelle des deux seules racines x, 
et x,.e, cette fonction devra se réduire à une quantité 
connue. Effectivement, si une fonction 


u — Y(To+e, ne) 


conserve la mêine valeur, quels que soient les indices æ 
et 6, Le second indice étant différent de zéro, on peutécrire 


n—\À n—1 


nir — 1)u — 2 DATE Ta+6s À PRE 
œ 
dd 


relation dont le second membre est une fonction symé- 
trique de toutes les racines x6, Xi, ..., Xn_4. 

Il résulte de là que nous pouvons regarder les 7 —-1 
quantités 


IL Fe rte le Il Pre ee | 3 Née, Ta+g"—16) 


comme les racines d’une équation abélienne résoluble 
par l’extraction d’un seul radical de degré 7 —1. Or, 
ces quantités une fois obtenues, nous connaissons, pour 
toutes les valeurs de 6, excepté 6 — 0, la puissance n° 
de la fonction résolvante F(6%); donc, par l'extraction 
de 7—1 radicaux du 2" degré, nous aurons ces diverses 
fonctions résolvantes, et, par conséquent, les racines 
elles-mêmes. On sait d’ailleurs, par une observation 
d’Abel, que ces 7 —1 radicaux s'expriment rationnelle- 
ment en fonction de l’un d’entre eux et des quantités sur 
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lesquelles ils portent, quantités qui sont, comme nous 
venons de le dire, les racines d’une équation abélienne. 


Recherches de M. Kronecker. 


999. Je reproduirai ici, en terminant cet Ouvrage, la 
traduction textuelle d’un Mémoire de M. Léopold Kro- 
necker, communiqué par Lejeune-Dirichlet à la classe 
des Sciences mathématiques et physiques de l’Académie 
de Berlin, le 20 juin 1853 : 

« Les recherches entreprises jusqu’à présent sur la 
possibilité de résoudre les équations de degré premier, 
et particulièrement celles d’Abel et de Galois qui ont 
servi de point de départ à tous les travaux ultérieurs sur 
le même objet, ont eu pour principal résultat de con- 
duire à deux critérium à l’aide desquels on pût juger si 
une équation donnée est résoluble ou non. Mais, à vrai 
dire, cescritériumne fournissaitent pas la moindre lumière 
sur la nature même des équations résolubles. On ne 
savait même pas si, en outre des équations traitées par 
Abel dans le tome IV du Journal de Crelle, et de celles 
qui se ramènent immédiatement aux équations binômes, 
on ne savait pas, dis-je, s’il existait d’autres équations 
satisfaisant aux conditions données de résolubilité. En- 
core moins savait-on former de pareilles équations, et 
dans aucune recherche mathématique on n’en avait ren- 
contré. Ajoutons que ces deux théorèmes bien connus 
d’Abel et de Galois sur les équations résolubles étaient 
plus propres à en cacher la vraie nature qu'à nous la dé- 
couvrir, ainsi que je le montrerai plus particulièrement 
à l'égard de l’un de ces critérium. Le caractère propre 
des équations résolubles restait donc dans une sorte 
d’obscurité, et le seul travail qui jette quelque lumière 
sur ce point, savoir : une Notice d’Abel sur les racines 
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des équations du cinquième degré à coefficients entiers, 
semble avoir été peu remarqué, sans doute à cause de son 
objet tout spécial. Mais la question ne pouvait être com- 
plétement éclaireie que par la solution du problème sui- 
vant : Zrouver toutes les équations résolubles. Car, une 
fois cette solution obtenue, non-seulement on peut trou- 
ver une infinité de nouvelles équations résolubles, mais 
on à en quelque sorte devant les yeux toutes celles qui le 
sont, et à l’aide de la forme explicite de leurs racines on 
peut trouver et démontrer toutes leurs propriétés. 

» À ces remarques sur le but et le résultat de mes re- 
cherches, je dois ajouter que, pour rendre lasolution pos- 
sible, 11 fallait encore transformer complétement le pro- 
blème qui vient d’être posé. La manière de formuler la 
question est, en effet, de la plus grande importance, et, 
de peur que la brièveté ne nuise à la clarté, je m’étendrai 
un peu sur ce point. 

» Abel, dans un Mémoire dont nous ne possédons que 
des fragments (t. Il, Ofuvres complètes, n° XV), s’est 
proposé, entre autres problèmes, celui-ci : Zrouver l'ex- 
pression algébrique la plus générale qui puisse satisfaire 
à une équation algébrique d'un degré donné. Si l’on 
ajoute à cet énoncé ce qui est nécessaire pour rendre la 
question déterminée, 1l comprend tous les problèmes 
qu’on peut se proposer sur la résolution des équations, 
et 1l est le plus général qu’on doive substituer à ce pro- 
blème impossible : £xprimer en fonction algébrique 
des coefficients la racine d’une équation de degré quel 
conque. Mais, ainsi qu'on vient de le dire, il fallait 
rendre la question déterminée en précisant la manière 
dont l'expression cherchée doit dépendre des coefficients 
de l’équation ; il convient donc de la poser comme il suit : 


» Trouver la fonction la plus générale de quantités 
données quelconques À, B, C, ..., qui Satisfasse à une 
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équation d'un degré donne dont les coefficients sont 
des fonctions rationnelles de ces quantités. 


» Observons qu’on doit supposer ici l’équation irré- 
ductible relativement à À, B, C, ..…., c'est-à-dire que, A, 
B, C, ... restant quelconques, l'équation ne doit pas 
pouvoir se décomposer en facteurs d’un degré moindre 
dont les coefficients soient des fonctions rationnelles de 
1, as IE DRE 2 Cela posé, le problème précédent peut 


s’énoncer de cette manière : 


» Ætant donné un nombre entier n, trouver la fonc- 
tion algébrique la plus générale de À, B, C, ... telle 
que, parmi les expressions qu'on en déduit en attribuant 
aux radicaux leurs diverses valeurs, il y en ait n dont 
les fonctions symétriques soient rationnelles en À, B, 


Ces 


» Ce nombre 7 est aussi le degré de l’équation qui a 
pour racines les x expressions dont on vient de parler : 
dans le cas où il est le premier, Abel, dans le Mémoire 
cité, est parvenu à donner les deux formes suivantes aux 
expressions algébriques cherchées. La première est 


1 2 pu —1 


(x) Po + S* RAS) EE NT EIES 

(tome IT des OEuvres complètes, p. 204), où u désigne 
le degré supposé premier de l'équation, p, une fonction 
rationnelle de À, B, C, ...,s une fonction algébrique des 
mêmes quantités, et /x (s) une fonction rationnelle de s 
et de À, B, C, .... La seconde forme, qu'on trouve à la 
page 190 du même volume, est 


1 1 1 
(2) Pot Ri RE... PRE, 


où ps est une fonction rationnelle de À, B, CG, ... et où 
Ri, R2, ... sont les racines d’une équation du degré 
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u — 1 dont les coefficients sont des fonctions rationnelles 
de À,B, C, ..….. M. Malimsten a donné de ces deux formes 
une démonstration étendue (t. XXXIV du Journal de 
Crelle), mais qui aurait besoin, si je ne me trompe, 
d’être complétée dans quelques-unes de ses parties. 

» [Lest bien vrai que toute fonction algébrique, satis- 
faisant au problème proposé, doit pouvoir se mettre sous 
ces deux formes; mais ces formes sont encore trop géné- 
rales, c’est-à-dire qu’elles renferment des fonctions algé- 
briques qui ne répondent pas à la question. Je les ai donc 
étudiées de plus près, et j'ai trouvé d’abord que, parmi les 
fonctions renfermées dans la forme (2), celles qui satis- 
font au problème proposé doivent avoir la propriété non- 
seulement que les fonctions symétriques de R,, R:, ... 
soient rationnelles en À, B, C, ... (ce qu’Abel a remar- 
qué), mais aussi que les fonctions cycliques des quantités 
R,, R>, .…, prises dans un certain ordre {!), soient éga- 
lement rationnelles en A, B, GC, ... : en d’autres termes, 
l'équation de degré p—1, dont R,, Re, ... sont les 
racines, doit étre une équation abélienne. J'entendrai 
toujours 1c1 par équations abéliennes cette classe parti- 
cuhère d'équations résolubles qu’Abel a considérées dans 
le Mémoire XI du premier volume des OEuvres com- 
plètes, et dont je supposerai les coefficients fonctions ra- 
üonnelles de À, B, C, .... En désignant par x4, x2, ..., 
x des racines prises dans un ordre déterminé, ces équa- 
üons peuvent être définies soit en disant que les fonctions 
cycliques des racines sont rationnelles en A, B, C, ..., 
soit en disant qu’on a les relations 





Le 0x1), T3 — O(re), ORNE O(Ty 4) ST Re O(x,), 


at hé 








(‘) On nomme fonction cyclique de r quantités x,, x,, ..., x, l’ex- 
pression (x, +ax,+uz,+...4-x"-lx,)", où & est racine de «= 1, 
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où0(x)estune fonction entière de x dont les coefficients 
sont rationnels en À, B, G, .... Nous reviendrons tout 
à l'heure sur ces équations, dont la considération est du 
plus haut intérêt au point de vue de l'analyse et de la théo- 
rie des nombres, et aussi, comme on le voit, au point de 
vue de l’Algèbre proprement dite. 

» Un nouvelexamen des formes (1) et(2) fournit encore 
une détermination plus précise des quantités R qui figu- 
rent dans la seconde. On doit avoir, en effet, 


(3) Rhin 


Fxx1 lupao- ee Tytu—2s 


OÙ Ty Tux <<. Sont les 1 — 1 racines d’une équation 
abélienne quelconque du degré u— 1, c’est-à-dire où les 
fonctions symétriques et les fonctions cycliques des quan- 
tuités r (prises dans l’ordre des indices) sont rationnelles 
en À, B,C, ... où, de plus, F (7) est une fonction ration- 
nelle de r et de À, B, G, ... et où enfin y, désigne le plus 
petit reste positif de g”* suivant le module w, g étant une 
racine primitive de g. Si l’on substitue cette valeur deR, 
dans l'expression (2), on obtient une forme qui, non-seu- 
lement renferme toutes les expressions satisfaisant au 
problème, mais, ce qui est ici le plus essentiel, n’en ren- 
ferme pas d’autres. En d’autres termes, la forme ainsi 
obtenue vérifie identiquement une équation du degré y 
dont les coefficients sont des fonctions rationnelles de À, 
B, GC, .…. Les autres racines s’obtiennent par la combi- 
naison des diverses valeurs des radicaux pis dans la 
forme (2), de façon que la m°* racine z,, est donnée par 


la formule 
1 1 1 4 


ns ARTE clin pt imp" 
(4) 2 = Po + on + 08 RE + GSM RS +... m8 ses LV, 


w désignant une racine p'°"€ imaginaire de l'unité, et !2s 
quantités R étant déterminées par la formule (3), 


> PE: 
1 


æ A/S 
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» De là il suit d’abord que, tandis que les fonctions 
symétriques des quantités z sont rationnelles en A, B, 
©, .…, les fonctions cycliques des mêmes quantités prises 
dans l'ordre des indices sont des fonctions rationnelles de 
À, B, CG, ..., der, r2, . .., et de ©. On voit par là que 
toute équation résoluble alsébriquement d'un degre 
premier y est une équation abélienne, quand on regarde 
comme connue une quantilé pi qui elle-méme est racine 
d'une équation abélienne du degré p—1, ou bien encore 
que les y racines d'une équation résoluble sont toujours 
lices entre elles de façon que l’on ait 


Z2 = f (24, pi)» Z3 = f|( 22, P1) FER si flash) 


où f (z, 01) désigne une fonction rationnelle de z, dep, 
et de À, B,C, ...(!), et où p, est la racine d’une équa- 
tion abélienne dont les coefficients sont des fonctions 
r'ationnelles de À, B, C, .... Cette relation entre les 
racines de toute équation résoiuble est d’ailleurs la vraie 
source de la propriété assignée par Abel et Galois comme 
le caractère spécial des équations résolubles d’un degré 
premier, savoir : que chaque racine doit étre une fonc- 
tion rationnelledes deux autres. Parmi les conséquences 
intéressantes qui découlent des résultats précédents, je 
me bornerai à une seule : c’est que, la quantité r, étant 
racine d'une équation abélienne du degré u— 1 et ne 
contenant que desradicaux dont les indices sont diviseurs 
de y —1 ou pouvant être ramenée à n’en contenir que 
de tels, la racine elle-même de toute équation résoluble 


(1) J'ai fait dans ce passage quelques corrections qui m'ont été indi- 
quées par M. Kronccker lui-même. La quantité que nous représentons ici 
par p, se trouve désignée, à tort, dans les Comptes rendus de l’Académie 
des Sciences de Beriin, par la lettre r,. Cette nouvelle racine p, dépend 
de la racine r, d’une manière très-simple ; toutefois ces deux quantités 
sont différentes entre elles. 


S.— Als. sup., EH 


LE 
Fe 
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pourra s'exprimer par les radicaux dont on vient de par- 
ler et par des radicaux d’indice u. Abel (autant que je 
le sache) n’a fait cette importante remarque que pour 
= 5, et, pour ce cas, il a donné la forme la plus géné- 
rale de la racine d’une équation résoluble (t. II des 
OEuvres complètes, p. 253). Mais il faut observer qu'il 
s’est borné, dans cette recherche, aux équations doniles 
coefficients sont des nombres entiers. 
» Le problème primitif est maintenant ramené, en 
vertu de l'équation (3), à trouver la forme la plus géné- 
rale de la tar ou, pour mieuxdire, de l'expression r;. 
D'après ce qu’on a établi ci-dessus au sujet de 42 Roses 
ce second problème peut s’énoncer ainsi : 


» Le nombre n étant donné, trouver la forme la plus 
générale d'une fonction algébrique de À, B, G, ..., 
telle que, parmi les diverses expressions qui résultent de 
la combinaison des valeurs des radicaux dans cette 
fonction, il y en ait n dont les fonctions symétriques et 
cycliques (celles-ci étant relatives à un ordre déterminé 
des n expressions) soient rationnelles en À, B, C, …… 


» Et l’on voit que ce second problème, énoncé en gros 
pour ainsi dire, revient & trouver toutes les équations 
abéliennes, comme le problème primitif consistait, en 
quelque sorte, à trouver toutes les équations résolubles. 

» En traitant ce second problème, on se trouve ramené 
à distinguer les cas où 7 est un nombre premier, ou une 
puissance de nombre premier, ou un nombre composé 
quelconque ; mais ce dernier cas se ramène aux deux 
autres, car la solution du problème pour un nombre 
composé 2 s'obtient dès qu'on l’a résolu pour les cas où 
le degré de l'équation abélienne est une des puissances 
de nombre premier contenues dans ». D'ailleurs, à part 
quelques complications, le problème n'offre pas plus de 











SECTION V. — CHAPITRE ‘V. 6Ggt 


difficultés pour une puissance de nombre premier que 
pour ur nombre premier. Seulement, dans le cas le plus 
simple en apparence, où nest égal au cube ou à une puis- 
sance plus élevée de 2, la méthode que j'ai employée avec 
succès dans tous les autres cas ne suffit plus à la solution 
complète du problème, et je n’ai pas encore trouvé la 
modification qu’elle exige alors. Comme la solution du 
problème primitif pour le nombre premier y exige la so- 
lution du second problème pour 2 ——1,]e ne pour- 
rais donc, jusqu’à présent, donner le résultat complet 


que pour les nombres premiers y qui ne sont pas de la 


forme 8} + 1. Il suffira, du reste, au but de cette com- 
munication préliminaire et pour éclaircir la matière, 


Q] . . . « « 
d'examiner ici le cas du second problème, où 7 est un 


nombre premier impair. Je ne donnerai pas seulement le 
résultat relatif à ce cas, mais j'indiquerai brièvement la 
méthode qui m'y a conduit, attendu qu’elle est extrême- 


ment simple et qu'elle fournit les principes essentiels 


pour la solution de ce second problème dans les autres 


<as, et aussi pour la solution du problème primitif. 


» En conservant les notations employées par Abel 
(dans le Mémoire n° XI déjà cité du tome Idees OEuvres 


complètes), et en ayant égard à la définition déjà donnée 
des équations abéliennes, on peut énoncer comme il suit 


le problème dont il s’agit : 


» Trouver la fonction algébrique la plus générale zo 


de À, B,C, …, satisfaisant à une équation du nitme de- 
gré, et telle que cette fonction z, et les autres racines z1, 


Z9, ce. Zn_4 de l'équation vérifient les relations 
21 — 0(2), Za = 0(2,), sp 20034) 

où 4 (z) est une fonction rationnelle de z et de À, B, 

€, e ous 0 


» ÂAdmettons que z soit un nombre premier, et, adop- 
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tant une notation introduite par M. Jacob1, posons 
PNR EE TER ET DRE ET à | 


où à désigne une racine nie de l’unité; nous aurons 


(5) nz—={(1,2)+ut{a,z)+ a %(x,z) + RATE Cm Ca 2 € n—1 5 2). 


En suivant la marche tracée par Abel, on montrera en- 
suite que, pour tout nombre entier #, on a les équations 


ES 


(6) (a,zh= {ut z)o la), (az ee | ,z)olaæ), 


(arsz) = (air, 2) (ose 


où (x) est une fonction rationnelle de « et de À, B, 
(ire 

» Si maintenant on met pour x une racine primitive & 
du nombre premier », tellement choisie que g*7'— 1 ne 
soit divisible par aucune puissance de x plus élevée que 
la première, on obtiendra des équations de cette forme 


(a, 2) —{(as,z)fla), (as, z)e = (us, 2)f(as), 
(ae a) — (0, “SU Cie. 


Elevons la première de ces équations à la puissance 8772, 
la seconde à la puissance £g3, et ainsi de suite, puis mul- 
tiplions-les membre à membre; il viendra 


(D) lee fe fer) 


Posons à présent 

gi — ir = mn, 
m n'étant pas divisible par », d’après la supposition pré- 
cédemment faite; nous aurons, en vertu de l’équa- 
on (6), 


(a, 7 ÉÉene Lo (ee, 2) tar, z)"p(a}", 


20 
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et, en substituant dans l’équation (7), nous trouverons 


(en a) pla) = (a) (a) (ae), 


résultat qui subsiste pour chacune des valeurs de &, 
comme on peut le démontrer, et qu’on mettra aisément 
sous cette forme 


1 1 1 
3 


(8) La: z) — Fa”) À la) fa 2 flan) ne D A ment Ve . 


» [ci fl faut entendre par chacun des exposants frac- 
tionnaires contenus dans la parenthèse, non pas cetexpo- 
sant lui-même, mais son plus petit résidu positif relati- 
vement au module 7; d’ailleurs F (x) désigne commef(x) 
une fonction rationnelle de x et de À, B, C, .... Cette 
expression de (æ”, z)étant substituée dans l'équation (5), 
on obtient une forme que z, doit nécessairement avoir, 
et qui satisfait toujours au problème, quelles que soient 
les fonctions rationnelles de « et de À, B, CG, ... qu'on 
prenne pour f(æ)etF(x). 

» La comparaison de ce résultat avec la forme générale 
donnée ci-dessus des racines d'une équation résoluble du 
degré 4 conduit à des propositions intéressantes; mais 
des conséquences plus intéressantes encore se tirent de 
la comparaison de l’expression(8),en y supposant que À, 
B, C, ... soient des nombres entiers, avec l'expression 
correspondante que fournissent certaines équations abé- 
liennes qui se présentent dans la théorie de la division du 
cercle, particulièrement avec la forme très-remarquable 
donnée pour (4, x) par M. Kummer (Journal de Crelle, 
t. XXXV, p. 363). Cette comparaison fournit en effet le 
théorème suivant, qui a lieu non-seulement pour un 
degré premier, mais dans tous les cas, savoir que : 


» Les racines de toute équation abélienne à coeffi- 




















autre chose en réalité que les ae de la division ds 
cercle. G | 






» Il existe une relation pareille entre les racines des | 
équations abéliennes dont les coefficients sont des nom- 
pre complexes de ie forme a + b ee 1 et les racines AE 





cate : on peut haine ce résultat et l’étendre à toutes s 
les équations abéliennes dont les coefficients contiennent 
des nombres irrationnels déterminés et racines  d 'équa- 





tions algébriques. MR. 





» J'ajoute encore une remarque : si l’on applique ala_ 
forme (3) le théorème précédent sur les racines des € équa- 
tions abéliennes à coefficients entiers, on trouve que La. 
racine de toute équation résoluble du degré màcoeflicients HELES 
entiérs peut être regardée comme une somme de racines 
pires de nombres complexes rationnels formés avec les 
racines de l’unité. Ainsi la forme nécessaire et suffisante 





la plus générale de toute ragine d’une équation résoluble 
du degré # à coefficients entiers s'exprime au moyen de. 
ces nombres tu s toutefois, la recherche effective 


nication. 
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